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Kant, Kritik der reinen Vernunft, 
Elomentarlebre 2 . T. 2 . Abt. 


Einleitung. 

Die Geometrie bedarf — ebenso wie die Arithmetik — 
zu ihrem folgerichtigen Aufbau nur weniger und einfacher 
Grundsatze. Diese Grundsatze heifien Axiome der Geometrie. 
Die Aufstellung der Axiome der Geometrie und die Erfor- 
schung ihxes Zusammenhanges ist eine Aufgabe, die seitEu- 
klid in zahireichen vortrefflichen Abhandlungen der mathe- 
matischenLiteratur 1 ) sich erdrtert findet Die bezeichnete Auf¬ 
gabe lauft auf die logische Analyse unserer raumlichen An- 
schauung hinaus. 

Die vorliegende Untersuchung ist ein neuer Versuch, fur 
die Geometrie ein vollstandiges und moglichst ein- 
faches System von Axiomen aufzusteilen und aus denselben 
die wichtigsten geometrischen Satze in derWeise abzuleiten, 
daB dabei die Bedeutung der verschiedenen Axiomgruppen 
und die Tragweite der aus den einzelnen Axiomen zu zie- 
henden Folgerungen moglichst klar zutage tritt. 

l) Man vergleiche die zusammcnfassenden und erlauternden Be* 
richte von G. Veronese, „Grundzuge der Geometric 44 , deutsch von 
A. Schepp, Leipzig 1894 (Anhang), und F. Klein, „Zur ersten Ver- 
teil un g des Lobatschefsky-Preises* 4 , Math. Ann. Bd. 



Kapitel I. 

Die fUnf Axiomgruppen. 

§ I - 

Die Elemente der Geometrie und die ftlnf Axiom- 

gruppen. 

Erklarung. Wir denken drei verschiedene Systeme von 
Dingen: die Dinge des ersten Systems nennen wir Punkte 
und bezeichnen sie mit A y P, C, die Dinge des zweiten 
Systems nennen wir Gerade und bezeichnen sie mit a, b y c, 
die Dinge des dritten Systems nennen wir Ebenen und be¬ 
zeichnen sie mit a, / 3 , y, die Punkte heiBen auch die 
Elemente der linearen Geometric, die Punkte und Geraden heiBen 
die Elemente der ebenen Geometrie und die Punkte, Geraden 
und Ebenen heiBen die Elemente der rdumlichen Geometrie oder 
des JRaumes . 

Wir denken die Punkte, Geraden, Ebenen in gewissen 
gegenseitigen Beziehungen und bezeichnen diese Beziehungen 
durch Worte wie „Uegen*% „zwischen < ‘, „parallel“, „kon- 
gruent 41 , „stetig 44 ; die genaue und fur mathematische 
Zwecke vollstandige Beschreibung dieser Beziehungen erfolgt 
durch die Axiome der Geometrie. 

Die Axiome der Geometrie konnen wir in funf Gruppen 
teilen; jede einzeine dieser Gruppen druckt gewisse zusam- 
mengehorige Grundtatsachen unserer Anschauung aus. Wir 
benennen diese Gruppen von Axiomen in folgender Weise: 

I. x—8. Axiome der Verknup/ung , 

II. i—4. Axiome der Anordnung, 

III. 1—5. Axiome der Kongruene, 

IV. Axiom der Parallelen t 

V. 1 — 2. Axiome der Stetigkeit. 


§ 2. Axiome der Verkniipfung 
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§ 2 - 

Die Axiomgrappe I: Axiome der Verkniipfung. 

Die Axiome dieser Gruppe stellen zwischen den oben 
erklarten Begriffen Punkte, Geraden und Ebenen eine Ver- 
kniip/ung her und lauten wie folgt: 

I I. Zwei voneinander verschiedene Punkte A, B bestimmen stets 
eine Gerade a. 

Statt „bestimmen“ werden wir auch andere Wendungen 
gebrauchen, z. B. a „geht durch“ A „und durch“ B, a 
„verbindet“ A „und“ oder „mit“ B. Wenn A ein Punkt 
ist» der mit einem anderen Punkte zusammen die Gerade a 
bestimmt, so gebrauchen wir auch die Wendungen: A „liegt 
auf“ a, A „ist ein Punkt von“ a, ,,es gibt den Punkt" A 
,, auf“ a usw. AVenn A auf der Geraden a und auBerdem auf 
einer anderen Geraden b liegt, so gebrauchen wir auch die 
Wendung: „die Gera den “ a „und“ i„habendenPunkt 
A gemein“ usw. 

I 2. Irgend zwei voneinander verschiedene Punk/e einer Geraden 
bestimmen diese Gerade. 

I 3. Auf einer Geraden gibt es stets wenigsiens zwei Punkte , 
in einer Ebene gibt es stets wenigstens drei nicht auf einer Geraden 
gelegene Punkte A) 

I 4. Drei nicht auf ein und derselben Geraden liegende Punkte 
A , B, C bestimmen stets eine Ebene a. 

Wir gebrauchen auch die Wendungen: A, B, C „liegen 
in“ a’ f A y B, C „sind Punkte von“ a; usw. 


I) A. Rosenthal hat (Math. Ann. 69) gezeigt, dafl es unter Heran- 
ziehung der raumlichen Axiome dieser Gruppe genugt zu postulieren, 
daB es in einer Ebene stets wenigstens einen Punkt gibt. Beschrankt 
man sich auf die Elemente einer Ebene, so kann man unter Heran- 
ziehung der ebenen Axiome der Gruppe IT, den ersten Teil von I3 be- 
schranken auf die Forderung, daB es auf einer Geraden stets wenig¬ 
stens einen Punkt gibt. 
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Kap. I. Die funf Axiomgroppen 

I 5 - Irgend drei Punkte einer Ebene , die nicht auf em und 
derselben Geraden liegen, bestimmen diese Ebene . 

I 6. Wenn zwei Punkte A, B einer Geraden a in einer Ebene 
a lxegen y so liegt jeder Punkt von a in der Ebene a. 

In diesem Falle sagen wir: dieGerade a „liegt in der“ 

Ebene a; usw. . _ 

I 7. Wenn zwei Ebenen a, /3 einen Punkt A gemetn haben , so 

haben sie wenigstens noch einen weiteren Punkt B gemein . 

18 . Es gibt wenigstens vier nicht in einer Ebene ge/egene Punkte . 

Die Axiome I 1 —3 mogen die ebenen Axiome der Gruppe I 
heiBen zum Unterschied von den Axiomen I 4 8, die ich 

als die raumliche;i Axiome der Gruppe I bezeichne. 

Von den Satzen, die aus den Axiomen I 1—8 folgen, er- 

wahne ich nur diese beiden: 

Satz 1. Zwei Geraden einer Ebene haben einen oderkeinen 
Punkt gemein; zwei Ebenen haben keinen Punkt oder eine 
Gerade gemein; eine Ebene und eine nicht in ihr liegende 
Gerade haben keinen oder einen Punkt gemein. 

Satz 2. Durch eine Gerade und einen nicht auf ihr lie- 
genden Punkt, sowie auch durch zwei verschiedene Geraden 
mit einem gemeinsamen Punkt gibt es stets eine und nur eine 

Ebene. 

§ 3 . 

Die Axiomgruppe H: Axiome der Anordnung. 1 ) 

Die Axiome dieser Gruppe definierendenBegriff„zwischen“ 
und ermoglichen auf Grund dieses Begriffes die Anordnung 
der Punkte auf einer Geraden, in einer Ebene und im Raume. 

Erklarung. Die Punkte einer Geraden stehen in gewissen 
Beziehungen zueinander, zu deren Beschreibung uns insbe- 
sondere das Wort ,, zwischen “ dient. 

1) Diese Axiome hat zuerst M. Pasch in seinen Vorlesungen nber 
neuerc Geometric, Leipzig 1882, ausfuhrlich untersucht. Insbesondere 
riihrt da* Axiom II 4 inhaltlich von M. Pasch her. 


§ 3- Axiome der Anordnung 
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II I. Wenn A , B, C Punkte einer Geraden sind\ uttd B zwischen 
A und C liegt, so liegt B auch zwischen C und A. 

A. B _ C _ 

II 2. Wenn A und C zwei Punkte einer Geraden r ind, sc gibt 
es s/e/s wenigstens einen Punkt B, der zwischen A und C liegt, 
und wenigsten einen Punkt D, so dafi C zwischen A und D liegt. 

A. BCD 

- — - *-' - - - -» - 4 - • - - | - - - 

II 3. Unter irgend drei Punkten einer Geraden gibt es stets einen 
und nur einen , der zwischen den beiden anderen liegt. 

Erklarung. Wir betrachten auf einer Geraden a zwei 
Punkte A und B\ wir nennen das System der beiden Punkte 
A und B eine Slrecke und bezeichnen dieselbe mit AB oder 
mit BA. Die Punkte zwischen A und B heiBen Punkte der 
Strecke AB oder auch tnnerhalb der Strecke AB ge\egeu m , die 
Punkte A, B heiBen Endpunkte der Strecke AB. Alle iibrigen 
Punkte der Geraden a heiBen aufierhalb der Strecke AB 
gelegen. 

II 4. Es seien A, B, C drei nicht in gerader Linie gelegene 
Punkte und a eine Gerade in der Ebene AB C t die keinen der Punkte 
A, By C trifft: wenn dann die 
Gerade a durch einen Punkt der 
Strecke AB geht, so geht sie ge- 
wifi auch entweder durch einen 
Punkt der Strecke B C oder durch 
einen Punkt der Strecke AC. . 

Die Axiome II 1 — 3 ent- " 
halten nur Aussagen iiber die 
Punkte auf einer Geraden und 

mogen daher die linearen Axiome der Gruppe II heiBen; 
das Axiom II 4 enthalt eine Aussage uber die Elemente der 
ebenen Geometrie und heiBe daher das ebene Axiom der 
Gruppe II. 
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§ 4 - 

Folgerungen aus den Axiomen der Verknllpfung und 

der Anordnung. 

Aus den Axiomen I und IT folgen die nachstehenden Satze: 

Satz3 . Zwischen irgend zwei Punkten einer Geraden gibt 
es stets unendlichviele Punkte. 

Satz 4. Sind irgend vier Punkte einer Geraden gegeben, 
so lassen sich dieselben stets in der Weise mit - 4 , B % C, D 
bezeichnen, daB der mit B bezeichnete Punkt zwischen A 
und C und auch zwischen A und D und ferner der mit C 
bezeichnete Punkt zwischen A und D und auch zwischen B 
und D liegt. 1 ) 

Satz 5 (Verallgemeinerung von Satz 4). Sind irgendeine 
endliche Anzahl von Punkten einer Geraden gegeben, so lassen 
sich dieselben stets in der Weise mit A , B t C t D, Z*, .. K 
bezeichnen, daB der mit B bezeichnete Punkt zwischen A 
einerseits und C, Z>, Z’,..., K andererseits, ferner C zwischen 
A, B einerseits und Z>, Z 7 , . . ., A” andererseits, sodann D 
zwischen A , B> C einerseits und Z', .. K andererseits usw. 

A B C D E K 

-• — ■ - I •---1 — - > - 

liegt. AuBer dieser Bezeichnungsweise gibt es nur noch die 
umgekehrte Bezeichnungsweise K % ..Z*, D t C , B , A, die von 
der namlichen Bcschaflfenheit ist. 


I) Dieser in der ersten Auflagc als Axiom bezeichnete Satz ist von 
E. H. Moore, Transactions of the American Mathematical Society 
1902, als einc Folge der aufgestelltcn ebenen Axiomc der Verknhpfhng 
und der Anordnung erkannt worden. Vgl. auch die sich hieran an- 
schlieQcndcn Arbeiten von Veb 1 cn, Trans.Math. Soc. 1904. Schwei¬ 
tzer, American Joum. 1909. — Es ist wiinschenswert, ein solches 
System von unabhdngigcn Axiomen aufzustcllcn, daB die anf die An¬ 
ordnung der Punkte einer Geraden bezugllchen Axiome diese Anordnung 
vollstandig beschreiben, d. i. daB aus ihnen allein der Satz 5 folgt. 
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Satz 6. Jede Gerade a> welche in einer Ebene a liegt, 
trennt die nicht auf ihr liegenden Punkte dieser Ebene a 
in zwei Gebiete von folgender Beschaffenheit: ein jeder Punkt 
A des einenGebietes bestimmt mit jedemPunkt-# des anderen 
Gebietes eine Strecke AB y innerhalb derer ein Punkt der 
Geraden a liegt; dagegen bestimmen irgend zwei Punkte A 



und A' ein und desselben Gebietes eine Strecke A A', welche 
keinen Punkt von a enthalt 1 ) 

Erklarung. Es seien A, AO , B vier Punkte einer Ge¬ 
raden a, so daB O zwischen A und B y aber nicht zwischen 
A und A' liegt; dann sagen wir: die Punkte A , A' liegen in 
der Geraden a auf ein und derselben Seite vom Punkte O f und 

-A A 1 O -B 

- 1 - - ■■■ ■ - ■ ■ - 4 — - 

die Punkte A , B liegen in der Geraden a , auf verschiedenen 
Seiten vom Punkte O. Die samtlichen auf ein und derselben 
Seite von O gelegenen Punkte der Geraden a heiBen auch 
ein von O ausgehender Halbstrahl; somit teilt jeder Punkt 
einer Geraden diese in zwei Halbstrahlen. 

Erklarung. Indem wir die Bezeichnungen des Satzes 6 
benutzen, sagen wir: die Punkte A, A' liegen in der Ebene a 
auf ein und derselben Seite von der Geraden a und die Punkte 
A y B liegen in der Ebene a auf verschiedenen Seiten von der 
Geraden a. 


I) Vgl. den Beweis bei M. Pasch a. a. O. S. 25. 



8 


Kap. I. Die fiinf Axiomgrnppen 


Erklarung. Ein System von Strecken AB,BC, CD ,.. M KL 
heifit ein Streckenzug , der die Punkte A und L miteinander 
verbindet; dieser Streckenzug wird auch kurz mit ABC ID 
... KL bezeichnet. Die Punkte innerhalb der Strecken AB , 
BC, CD, «.», KL, sowie die Punkte A, B, C, D, . . K, L 
heiBen insgesamt die Punkte des Streckenzuges. Fallt insbeson* 
dere der Punkt L mit dem Punkt A znsammen, so wird der 
Streckenzug ein Polygon genannt und als Polygon A BCD ... K 
bezeichnet. Die Strecken AB, BC, CD, ..^ KA heiBen auch 
die Seiten des Polygons. Die Punkte A, B, C, D, .. K heiBen 
die Eckcn des Polygons. Polygone mit 3, 4 , ...,n Ecken heiBen 
bzw. Dreieckc, Vierecke, . .., n-Ecke. 

Erklarung. Wenn die Ecken eines Polygons samtlich von- 
einander verschieden sind und keine Ecke des Polygons in 
eine Seite fallt und irgend zwei Seiten eines Polygons keinen 
Punkt miteinander gemein haben, so heiBt das Polygon ein/ach. 

Mit Zuhilfenahme des Satzes 6 gelangen wir jetzt ohne 
erhebliche Schwierigkeit zu folgenden Satzen: 

Satz 7. Ein jedes einfache Polygon, dessen Ecken samtlich 
in einer Ebene « liegen, trennt die Punkte dieser Ebene a. 



der A mit B verbindet, mindestens 


die nicht dem Strek- 
kenzuge des Polygons 
angehdren, in zweiGe- 
biete, ein Inneres und 
ein AuBeres, von fol- 
gender Beschaffec- 
heit: ist A ein Punkt 
des Inneren (innerer 
Punkt) und B ein 
Punkt des Aufieren 
(auBerer Punkt), so 
hat jeder Streckenzug, 
einen Punkt mit dem 


Polygon gemein; sind dagegen A, A' zwei Punkte des Inneren 


und B , B zwei Punkte des AuBeren, so gibt es stets Strecken* 


% 
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zuge, die A mit A ' und B mit B' verbinden und keinen 
Punkt mit dem Polygon gemein haben. Es gibt Gerade in 
a, die ganz im Aufieren des Polygons verlaufen, dagegen 
kelne solche Gerade, die ganz imlnneren des Polygons verlauft 

Satz 8. Jede Ebene cc trennt die ubrigen Punkte des 
Raumes in zwei Gebiete von folgender Bescbaffenheit: jeder 
Punkt A des einen Gebietes bestimmt mit jedem Punkt B 
des anderen Gebietes eine Strecke AB , innerhalb derer ein 
Punkt von ce liegt; dagegen bestimmen irgend zwei Punkte 
von A und A' eines und desselben Gebietes stets eine Strecke 
AA\ die keinen Punkt von a enthalt. 

Erklarung. Indem wir die Bezeichnungen dieses Satzes 8 
benutzen, sagen wir: die Punkte A , A' liegen im Raume auf 
ein und derselben Seite von der Ebene a , und die Punkte A, B 
liegen im Raume auf verschiedenen Sei/en von der Ebene ce. 

Der Satz 8 bringt die wichtigsten Tatsachen betreffs der 
Anordnung der Elemente im Raume zum Ausdruck; diese 
Tatsachen sind daher lediglich Folgerungen aus den bisher 
behandelten Axiomen und es bedurfte in der Gruppe II 
keines neuen raumlichen Axioms. 

§ 5 - 

Die Axiom gruppe HI: Axiome der Kongruenz. 

Die Axiome dieser Gruppe definieren den Begriff der 
Kongruenz und damit auch den der Bewegung. 

Erklarung. Die Strecken stehen in gewissen Beziehungen 
zueinander, zu deren Beschreibung uns die Worte iy kongrueni li 
Oder „gleich“ dienen. 

HI. i. Wenn A , B zwei Punkte au/ einer Geraden a und/enter 
A' ein Punkt auf derselben oder einer anderen Geraden a' ist, so 
kann man auf einer gegebenen Seite der Geraden a' von A' stets 
einen und nur einen Punkt B' finden, so dafi die Strecke AB 
der Strecke A'B' kongruent oder gleich ist, in Zeicken: 

AB == A'B'. 
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Jede Strecke ist sich selbst kongmerit , d. h. es ist stels; 

AB == AD und AB==BA. 

Wir sagen auch kiirzer: eine jede Strecke kann auf einer 
gegebenen Seite einer gegebenen Geraden von einem ge- 
gebenen Punkte in eindeutig bestimrater Weise abgetragen 
werden. 

III. 2. XVenn eine Strecke AB sowohl der Strecke A'B' als auch 
der Strecke A" B" kongruent ist, so ist auch A'B' der Strecke A" B" 
kongruent, d. h. wenn 

AB == A'B' und AB==A"B", 

so ist auch 

A'B' ~ A"B". 

III. 3. Es seien AB und B C zwei Stree ken ohne gemeinsame 
Punk/e auf der Geraden a undferner A'B' und B' C' zxvei Strecken 

JB C cl 

1 ■ —. ♦ ■ - — - - 

A 1 B’ C’ a.' 

- - , -■ — .... 1--- ■—■—— 

auf derselben oder einer anderen Geraden a' ebenfalls ohne gemcin •« 
same Punkte; wenn dann 

AB ~ A'B' und B C == B' C' 

ist, so ist auch s/e/s 

AC— A'C '. 

Erklarung. Es sei a eine beliebige Ebene und h, k seien 
irgend zwei verschiedene von einem Punkte O ausgehende 
Halbstrahlen in a, die verschiedenen Geraden angehoren. 
Das System dieser beiden Halbstrahlen h,k nennen wir einen 
Winkel und bezeichnen denselben mit<^(A,X) oder mit<^(£,>i). 
Aus den Axiomen II 1 —4 kann leicht geschlossen werden, 
dafi die Halbstrahlen h und k, zusammengenommen mit dem 
Punkte O die iibrigen Punkte der Ebene a in zwei Gebiete 
von folgender Beschaffcnheit teilen: Ist A ein Punkt des einen 
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und B ein Punkt des anderen Gebietes, so geht jederStrecken- 
zug, der A mit B verbindet, entweder durch O oder hat mit 
h oder k wenigstens einen Punkt gemein; sind dagegen A,A' 
Punkte desselben Gebietes, so gibt es stets einen Strecken- 
zug, der A mit A' verbindet und weder durch O noch durch 
einen Punkt der Halbstrahlen h, k hindurchlauft. Eines dieser 
beiden Gebiete ist vor dem anderen ausgezeichnet, indem 
jede Strecke, die irgend zwei Punkte dieses ausgezeichneten 
Gebietes verbindet, stets ganz in demselben liegt; dieses aus- 
gezeichnete Gebiet heiBe das Itinere des Winkels (h, £) 
zum Unterschiede von dem anderen Gebiete, welches das 
Aufiere des Winkels <JC {h*k) genannt werden moge. Die Halb¬ 
strahlen h y k heifien Schenkel des Winkels, und der Punkt O 
heiBt der Scheitel des Winkels. 

Erklarung. Die Winkel stehen in gewissen Beziehungen 
zueinander, zu deren Bezeichnung uns ebenfalls die Worte 
yykongruent** oder > f gleich“ dienen. 

III. 4. Es set ein Winkel (h, k) in einer Ebene a und eine 
Gerade a' in einer Ebene a , sowie eine bestimmle Seite von a 
auf a' gegeben. Es bedeute h' einen Halbstrahl der Geraden a 
der vom Punkte O' ausgeht: dann gibt es in der Ebene a einen 
und nur einen Halbstrahl k , so daft der Winkel ( k t k) kon~ 

gruent oder gleich dem Winkel -fi {h', k') ist und zugleich alle 
inneren Punkte des Winkels (h \ k') auf der gegebenen Seite von 
a' lie gen, in Zeichen: 

< (h, k) = (h' t k). 

Jeder Winkel ist sick selbst kongruent , d. h. es ist stets 

<£ (h t *)==<£ (h, k) und (h, k)==<$: (k, h). 

Wir sagen auch kurz: ein jeder Winkel kann in einer ge¬ 
gebenen Ebene nach einer gegebenen Seite an einen ge¬ 
gebenen Halbstrahl auf eine eindeutig bestimmte Weise ab- 
getragen werden. 

Erklarung. Es sei ein Dreieck ABC vorgelegt; wir be- 
zeichnen die beiden von A ausgehenden durch B und C 


Hilbert: Grtmdlagen der Geometric. 6. Aufl. 
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laufenden Halbstrahlen mit h und k. Der AVinkel ( h , k) heifit 
dann der von den Seiten AB und AC eingeschlossene oder 
der der Seite BC gegenuberliegende Winkel des Dreieckes 
ABC ; er enthalt in seinem Inneren samtliche innere Punkte • 
de3 Dreieckes ABC und wird mit BAC oder A be- 

zeichnet. 

III. 5. Wenn fur zwei Dreiecke ABC utui A'B'C' die Kon- 
grue men 

AB = A'B\ AC = A' C, BAC = B'A'C' 

gelten, so sind auch stets die Kongruenzen 

^ZABC—^A'B'C' und <£ ACB ~ A C'B' 
erfiillt. 

Die Axiome III 1—3 enthalten nur Aussagen uber die 
Kongruenz von Strecken; sie mogen daher die linearen Axiome 
der Gruppe III heifien. Das Axiom III 4, enthalt Aussagen 
uber die Kongruenz von Winkeln. Das Axiom III 5 knupft 
das Band zwischen den Begriffen der Kongruenz von Strecken 
und von Winkeln. Die Axiome III 4 und 5 enthalten Aus¬ 
sagen uber die Elemente der ebenen Geometrie und mdgen 
daher die ebenen Axiome der Gruppe III heifien. 

§ 6 . 

Folgerungen aus den Axiomen der Kongruenz. 

Erklarung. Es sei die Strecke AB kongruent der Strecke 
A'B'. Da nach Axiom III 1 auch die Strecke AB kongruent 
AB ist, so ist nach Axiom III 2 auch A'B' kongruent AB ; 
wir sagen: die beiden Strecken AB und A'B' sind unter - 
einander kongruent. 

Erklarung. Sind A, B, C t D % ...» K, L anf a und A\B\ 
C , D , ..., K\ L' auf a’ zwei Reihen von Punkten, so dafi 
die samtlichen entsprechenden Strecken AB und A'B\ AC 
und A C\ BC und B'C\ ..., KL. und K*L.' bezw. einander 
kongruent sind, so heifien die beiden Reihen von Punkten 


§ 6. Folgerungen 


13 


untereinandcr kongruent; A und A' y B und B' y ..., L und L ' 
heifien die entsprechenden Putikte der kongruenten Punktreiben. 

Aus den linearen Axiomen III 1—3 schlieBen wir leicht 
folgende Satze: 

Satz 9. 1 st von zwet kongruenten Punktreiben A, B y .. 
A”, L. und A\ B' y ...» K' y U die erste so geordnet, daB B 
zwischen A einerseits und C y D, ..A”, L andererseits, C 

zwischen A y B einerseits und D y _, K y L andererseits, usw. 

so sind die Punkte A' y B ', . . K' y L' auf die gleicke 
Weise geordnet, d. li. B' liegt zwischen A ' einerseits und 
C\D' y .. K' L’ andererseits, C' zwischen A’ y B' einerseits 
und I)', . .., A", L,’ andererseits usw. 

Es ergibt sich ferner: 

Satz 10. Wenn ein Winkei (/;, £) sowohl dem ^ (A k') 
als auch dem (A", A") kongruent ist, so ist auch der Winkei 

^fZ (h' y k') dem Winkei <$Z (A", k ") kongruent, d. h. wenn 
< (A, k) = <£ (A k r ) und (A, k) ~ (A ", k ") 
ist, so ist auch stets 

< (A', k’) = <£. (*", A"). 1 ) 

Erklarung. Es sei <£(A,A) kongruent dem Winkei <$Z (A \k r ). 
Da nach Axiom III 4 der Winkei <$Z (A, k) kongruent <fZ (h y M) 
ist, so folgt aus Satz 10, daB k') kongruent <£ (A, k) 

ist; wir sagen: die beiden Winkei (A, k) und (h' y A') 
sind untereinander kongruent. 

Erklarung. Zw*ei Winkei, die den Scheitel und einen 
Schenkel gemein haben und deren nicht gemeinsame Schen- 
kel eine gerade Lime bilden, heiBen Nebenivinkel. Zwei Winkei 
mit gemeinsamem Scheitel, deren Schenkel je eine Gerade 
bilden, heiBen Scheitelwinkel. Ein Winkei, welcher einem sei¬ 
ner Nebenwinkel kongruent ist, heiBt ein rechter Winkei. 

i) Dieser Satz ist in der friiheren Auflage als Adorn anfgesteUt 
and von A. Rosenthal Math. Ann. 71 aus den iibrigen Axiomen 
der KLongruenz untcr Verwendung von Axiomen der Gruppen I und II 
bewiesen worden. Gleichzeitig zeigt er, wie man III I und 4 durch 
weniger fordemde Axiome ersetzen kann. 


2 
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Die Existenz rechter Winkel folgt in bekannter Weise 
aus III i. III 4, III 5- Wenn man namlich einen beliebigen 
Winkel vom Scheitel aus an einen seiner Schenkel antragt 
und dann die auBeren Schenkel gleichmacht, so schneidet 
die Verbindungsgerade der Endpunkte den gemeinsamen 
Schenkel senkrecht. 

Zwei Dreiecke ABC und A'B'C' heiBen einander kon~ 
grucnty wenn samtliche Kongruenzen 

AB == A'B\ AC== A'C\ BC=B'C' t 

<£A = ^A\ ^B~^B\ <£ C==< C’ 

erfullt sind. 

Satz 11 (Erster Kongruenzsatz fiir Dreiecke). Wenn 
fur zwei Dreiecke ABC und A'B'C' die Kongruenzen 

ab==a'b\ ac= a'C, ^za~^:a' 

gelten, so sind die beiden Dreiecke einander kongruent. 
Beweis. Nach Axiom III 5 sind die Kongruenzen 

■$:b==<$:b' und ^c — ^c . 

erfullt, und es bedarf somit nur des Nachweises, daB die 
Seiten BC und B'C 1 einander kongruent sind. Nehmen wir 
nun im Gegenteil an, es ware etwa BC nicht kongruent B' C\ 


c c 



wird, so stimmen die beiden Dreiecke ABC und A'B'D ' in 
zwei Seiten und dem von ihnen eingeschlossenen Winkel 
uberein; nach Axiom III 5 sind mithin insbesondere die 
beiden Winkel ^BAC und^B'A'D' einander kongruent* 
Es ware also <$ZBAC sowokl B'A'L )' wie B f A* C* 
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kongruent; dies ist nicht moglich, da nach Axiom III 4 ein 
jeder Winkel an einen gegebenen Halbstrahl nach einer 
gegebenen Seite in einer Ebene nur auf eine Weise ab- 
getragen werden kann. Damit ist der Beweis fur Satz 1 1 
volistandig erbracht. 

Ebenso leicht beweisen wir die weitere Tatsache: 

Satz 12 (Zweiter Kongruenzsatz fur Dreiecke). 
Wenn in zwei Dreiecken je eine Seite und die beiden an- 
liegenden Winkel kongruent ausfallen, so sind die Dreiecke 
stets kongruent. 

Wir sind nunmehr imstande, die folgenden wichtigen 
Tatsachen zu beweisen: 

Satz 13. Wenn zvuei Winkel ABC und ABC ein- 
ander kongruent sind, so sind auch ihre Nebenwinkel CBB 
und C'B'D' einander kongruent. 



Beweis. Wir wahlen die Punkte A '’, C\ D auf den durch 
B' gehenden Schenkel derart, daB 

A'B'=AB , C'B'==CB , D'B'==BB 


wird. In den beiden Dreiecken ABC und A'B C sind dann 
die Seiten AB und CB bezw. den Seiten A B und C B 
kongruent und, da iiberdies die von diesen Seiten einge- 
schlossenen Winkel nach Voraussetzung kongruent sein 
sollen, so folgt nach Satz 1 1 die Kongruenz jener Dreiecke, 
d. h. es gelten die Kongruenzen 

AC==A'C' und ^BAC==^ZB'A'C. 

Da andererseit3 nach Axiom III 3 Strecken AB und 
A'B ' einander kongruent sind, so folgt wiederum aus Satz 1 1 
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die Kongruenz der Dreiecke CAD and C'A'D\ d. h. es 
gelten die Kongruenzen 

CD=C'D' und ^ ADC == A D'C 

und hieraus folgt raittels Betrachtung der Dreiecke BCD 
und B'CD' nach Axiom III 5 die Kongruenz der Winkel 
CBD und C'B'D'. 

Eine unmittelbare Folgerung aus Satz 1 3 ist der Satz von 
der Kongruenz der Scheitelwinkel. 

Satz 14. Es sei der Winkel (A, k) in der Ebene « dem 
Winkel (//', k') in der Ebene a’ kongruent und femer sei l 
ein Halbstrahl der Ebene a, der vom Scheitel des Winkels 
ausgeht und im Inneren dieses Winkels verlauft: dann 
gibt es stets einen Halbstrahl l' in der Ebene a\ der vom 



Scheitel des Winkels k') ausgeht und im Inneren 

dieses ^ Winkels (h\ k') verlauft, so daB 

= (/>', /') und (*,/) = (*', O 

wird. 

Beweis. Wir bezeichnen die Scheitel der Winkel 
und (^ * ^ ) bez. mit O, O' und bestimmen dann auf den 
Schenkeln h, K , h\ k' die Punkte A t B, A\ B' derart, daB 
die Kongruenzen 

OA ~ O'A' und OB 55 OB' 

erfullt sind. Wegen der Kongruenz der Dreiecke OAB und 
O’A'B' wird 

AB—A'B’, OAB — ^ O'A'B', OBA~ ^ O'B'A'. 

Die (jerade AB schneide / in C\ bestimmen wir dann auf 
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der Strecke A' B' den Punkt C' , so daB A'C' == AC wird, 
so ist O' C' der gesuchte Halbstrahl In der Tat, aus 
AC~ A'C' und AB = A'B' kann mittels Axiom III 3 leicht 
die Kougraenz BC~B'C' geschlossen werden; nunmehr 
erweisen sich die Dreiecke OAC und O'A'C', sowie femer 
die Dreiecke OBC und O'B'C' untereinander koDgruent; 
hieraus ergeben sich die Behauptungen des Satzes 14. 

Auf ahnliche Art gelangen wir zu folgender Tatsache: 

Satz 15. Es seien einerseits h, k, l und andererseits h\ k\l’ 
je drei von einem Punkte ausgehende und je in einer Ebene 
gelegene Halbstrahlen: wenn dann die Kongruenzen 

(/i, l) == ( h\ /') und (k 9 /) = < (*'. /') 

erfullt sind, so ist stets auch 

< ( a , k) = <^{h k’). 

Auf Grund der Satze 13 und I4gelingt der Nachweis des 
folgenden einfachen Satzes, den Euklid — meiner Meinung 
nach mit Unrecht — unter die Axiome gestellt hat. 

Satz 16. Alle rechten Winkel sind einander kongruent. 1 ) 

Beweis. Der Winkel <^T BAD sei seinem Nebenwinkel 

CAD kongruent und desgleichen sei der Winkel B'A'D ' 

seinem Nebenwinkel C A D' kongruent; es sind dann 

BAD, ^ CAD , B'A'D', C'A'D' samtlich rechte 

Winkel. Wir nehmen im Gegensatz zu unserer Behauptung 
an, es ware der rechte Winkel <$Z.B'A'D' nicht kongruent dem 
rechten Winkel <$^BAD, und tragen dann <$^B'A'D' an den 
Halbstrahl AB an, so daB der entstehende Schenkel AD 
entweder in das Innere desWinkels BAD oder des Winkels 

1) Th. Vahlen bemerkt in seinem Buche ,,Abstrakte Geometrie“, 
Leipzig 1905, S. 242, daB bereits Legendre diesen Satz bewiesen hat. 
Doch setzt Legendre voraus, daB die Winkel ein stetiges GroBensystcm 
bilden. Zugleich zeigt Th. Vahlen daselbst, daB umgekehrt unter Vor- 
aussetzung des Satzes 1 6 die Eindeutigkeit der Winlcelabtragung, also 
ein Teil des Axioms III 4, aus dem anderen Teile des Axioms HI 4 * 
namlich der Moglichkeit der Abtragung der Winkel und den iibrigen 
Kongruenzaxiomen folgt. 
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^ CAB fallt; es treffe etwa die erstere Moglichkeit zu. Wegen 
der Kongruenz der Winkel B'A'B' und B A B” folgt 
nach Satz 13, dafi auch der Winkel CA'B' dcm Winkel 

CAB” kongruent ist, und da die Win- 
J)» D J)»> kel <=£ B'A'D' und •$; C'A'D' einander 
\ / kongruent sein sollen, so lehrt Satz 10, 

\ I daB auch der Winkel BAB” demWin- 

\ / kel CAB” kongruent sein muB. Da 

\ 1 ferner BAB kongruent CAB ist, so 

^ / konnen wir nach Satz 14 innerhalb des 

' # Winkels CAB einen von A ausgehen- 

\ / den Halbstrahl AD'” finden, 

M _ C so daB BAB” kongruent 

CAB ” und zugleich ^BAB” 
kongruent ^B AB'” wird. Nun war aber BAB” kongruent 
CAB”, und somit muBte nach Satz 10 auch CAB” 
kongruent CAB'” sein; das ist nicht moglich, weil nach 
Axiom III 4 ein jeder Winkel an einen gegebenen Halb- 

/ strahl nach einer gegebenen Seite in einer 
Ebene nur auf eine Weise abgetragen 
werden kann; hiermit ist der Beweis fur 
Satz 16 erbracht 

Wir konnen jetzt die Bezeichnungen „spit- 
zer Winkel “ und n s lump/e r Winkel “ in bekann- 
ter Weise einfuhren. 

t Der Satz von der Kongruenz 

-~ des Basiswinkel und ^fiB 

im gleiclischenkligen Dreieck 
ABC folgt unmittelbar durch Anwendung des Axioms III 5 
auf Dreieck ABC und Dreieck BA C. Mit Hilfe dieses Satzes 


und unter Hinzuziehung des Satzes 1 5 beweisen wir dann 
leicht in bekannter Weise die folgende Tatsache: 

Satz 17 (Dritter Kongruenzsatz fur Dreiecke). Wenn 
in zwei Dreiecken die drei Seiten entsprechend kongruent 
ausfallen, so sind die Dreiecke kongruent. 
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Erklarung. Irgendeine endliche Anzahl vonPunkten heiBt 

eine Figur; liegen alle Punkte der Figur in einer Ebene, so 
heiBt sie eine ebene Figur. 

Zwei Figuren heiBen kongruent, wenn ihre Punkte sich paar- 

weise einander so zuordnen lassen, daB die auf diese Weise 

einander zugeordneten Strecken und Winkel samtlich einander 
kongruent sind. 

Kongruente Figuren haben, wie man aus den Satzen 10 
und 13 erkennt, folgende Eigenschaften: Drei Punkte einer 
Geraden liegen auch in jeder kongruenten Figur auf einer 
Geraden. Die Anordnung der Punkte in entsprechenden 
Ebenen in bezug auf entsprechende Gerade ist in kongruenten 
Figuren die namliche; das gleiche gilt von der Reihenfolge 
entsprechender Punkte in entsprechenden Geraden. 

Der allgemeinste Kongruenzsatz fur die Ebene und fur den 
Raum druckt sich wie folgt aus: 

Satz 18. Wenn ( A , B, C, ...) und (A\ B\ C\ ...) kongruente 

ebene Figuren sind und Peinen Punkt in der Ebene der ersten 

bedeutet, so laBt sich in der Ebene der zweiten Figur stets 

ein Punkt F finden, derart, daB (A, B, C, .. ., P) und (A\B\ 

F) wieder kongruente Figuren sind. Enthalt die Figur 

(A, B, C, ., .) wenigstens drei nicht auf einer Geraden liegende 

Punkte, so ist die Kon9truktion von F nur auf eine Weise 
moglich. 


Satz 19. Wenn (A, B , C t ...) und (A', B' f C\ ...) kongruente 
iguren sind und P einen beliebigen Punkt bedeutet, so laBt 
sich stets ein Punkt P’ finden, so daB die Figuren (A>B, C,...,P) 
UQ d (A y C'y ,.. F) kongruent sind. Enthalt die Figur 
(A,B,C,...) mindestens vier nichtineinerEbeneliegendePunk- 
^ e , so ist die Konstruktion von P' nurauf eine Weise moglich. 

Der Satz igspricht das wichtige Resultat aus, daB die samt- 
ichen raumlichen Tatsachen der Kongruenz und mithin der 
Bewegung im Raume — unter Hinzuziehung der Axiom- 


gjuppen I und II — Folgerungen aus den funf oben aufge- 
stellten linearen und ebenen Axiomen der Kongruenz sind. 
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Die Axiomgruppe IV: Axiom der Parallelen. 

Aus den bisherigen Axiomen folgt in bekannter Weise der 
Euklidische Satz, daft der AuBenwinkel cines Dreieckes stets 
grdBer ist als jeder der beiden inneren Winkel. 

Es sei nun a eine beliebige Ebene, a eine beliebige Gerade 
in a und A ein Punkt in a und auBerhalb a. Ziehen wir dann 
in « eine Gerade r, die durch A geht und a schneidet, und 
sodann in a eine Gerade b durch A, so daB die Gerade c die 
Geraden a , b unter gleichen Gegenwinkeln schneidet, so folgt 
leicht aus dera erwahnten Satze vom AuBenwinkel, daB die 
Geraden a, b keinen Punkt miteinander gemein haben, d. h. 
in einer Ebene a laBt sich durch einen Punkt A auBerhalb 
einer Geraden a stets eine Gerade ziehen, welche jene Ge¬ 
rade a mcht schneidet. 

Das Parallelenaxiom lautet nun: 

IV (Euklidisches Axiom). Es sei a eine beliebige Gerade und 
A ein Punkt aufierhalb a: dann gibt es in der durch a und A bestimmten 
Ebene hochstens eine Gerade , die durch A liiujt und a nicht schneidet. 

Erklarung. Nach dem Vorhergehenden und auf Grund 
des Parallelenaxioms erkennen wir, daB es in der durch a 
und A bestimmten Ebene eine und nur eine Gerade gibt, 
die durch A liiuft und a nicht schneidet; wir nennen dieselbe 
die Parallele zu a durch A. 

Das Parallelenaxiom IV ist gleichbedeutend mit der folgep- 
den Forderung: 

Wenn zwei Geraden </, b in einer Ebene eine dritte Ge¬ 
rade c derselben Ebene nicht treffen, so treffen sie auch ein- 
ander nicht. 

In der Tat, hatten a, b einen Punkt A gemein, so wurden 
durch A in derselben Ebene die beiden Geraden a, b mdglich 
sein, die c nicht treffen; dieser Umstand widersprache dem 
Parallelenaxiom IV. Ebenso leicht folgt umgekehrt das Par- 
allelenaxiom IV aus der genaunten Forderung. 


/?«- /So' - l / 5 1 l b 
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Das Parallelenaxiom IV ist ein ebenes Axiom . 

Die Einfuhrung d.es Parallelenaxioms vereinfacht die 
Grundlagen und erleichtert den Aufbau der Geometrie in 
erheblichem MaBe. 

Nehmen wir namlich zu den Kongruenzaxiomen das Par¬ 
allelenaxiom hinzu, so gelangen wir leicht zu den bekannten 
Tataachen: 

Satz 20. Wenn zwei Parallelen von einer dritten Geraden 
geschnitten werden, so sind die Gegenwinkei und Wechsel- 
winkel kongruent, und umgekehrt: die Kongruenz der Gegen- 
oder Wechselwinkei hat zur Folge, aaB die Geraden parallel 
sind. 

Satz 21. Die Winkel eines Dreiecks machen zusammen 
zwei Rechte aus. 1 ) 

Erklarung. Wenn Me in beliebiger Punkt in einer Ebene 
a ist, so heiBt die Gesamtheit aller Punkte A , fur welche 
die Strecken MA einander kongruent sind, ein Kreis', M heiBt 
der Miitelpunkt ties Kreises. 

Auf Gruud dieser Erklarung folgen mit Hilfe der Axiom- 
gruppen III—IV leicht die bekannten Satze uber den Kreis, 
insbesondere die Moglichkeit der IConstruktion eines Kreises 
durch irgend drei nicht in einer Geraden gelegene Punkte, 
sowie der Satz liber die Kongruenz aller Peripherie winkel 
uber der namlichen Sehne und der Satz von den Winkeln im 
Kreisviereck. 

§ 8 . 

Die Axiomgruppe V: Axiome der Stetigkeit. 


V i (Axiom des Messens oder Archimedisches 
Axiom). Bs sei A 1 ein beliebiger Punkt auf einer Geraden zwisc.hen 
den beliebig gegebenen Punkien A und B; man konstruiere dann die 
Punkte A ^, A 3 , A l , .. ., so daj 3 A t zivischen A und A 2 , ferner A 2 


I) Betreffs der Frage, inwieweit dieser Satz umgekehrt das Parallelen¬ 
axiom zu ersetzen vermag, vergleiche man die Bemerkungen am SchluB 
von K.ap. II § 12. 
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zzuischen A x und A 3 , ferner A s zwischen A 2 und A 4 uszv. lidgt und 
iiberdies did Sirecken 


A A. , A. A 0 , 


■^2 ^3 * 


A s -^4 * 


einander gleich sitid: dann gibt rr in der Redid der Pimkte A 2 , yE, 
yl 4 . ... s/e/s dinen sole hen Punk/ A n , /? zivischen A und A „ 


liegt. 



V 2 (Axiom derVollstandigkeit). Z>/> EUmetite (Punk/e , 
Geraden, Ebenen) der Geomelrie bilden din System von Din gen, 
zvdlches bei AuJ’rechlerhaltung sarn/licher getiannien Axiome keiner 
Envei/eru ng mehr/dhig is/, d.h.: zu dem System der Punkte, 
Geraden, Ebenen ist es nicht moglich, ein anderes 
System von Dingen hinzuzufiigen, so daft in dem 

durchZusammcnsetzungentstehendenSystemsamt- 
liche aufgefiihrten Axiome I—IV, V i erfiillt sind. 

Das Archimedische Axiom V i ist ein lineards Axiom. 

Hinsichtlich des Axioms der Vollstandigkeit V 2 fuge ich 
hier folgende Bemerkung hinzu. 

Die Aufrechterhaltung samtlicher Axiome, von der in diesem 
Axiom die Rede ist, hat man so zu verstehen, daB nach der 
Erweiterung samtliche friiheren Axiome in der fruheren 
Weise gultig bleiben sollen, d.h. sofern man die vorhandenen 
Beziehungen der Elemente, namlich die vorhandene Anord- 
nung und Koogruenz der Strecken und Winkel nirgends stort* 
also z. B. ein Punkt, der vor der Erweiterung zwischen zwei 
I unkten liegt, dies auch nach der Erweiterung tut, Strecken 
und Winkel, die vorher einander kongruent sind, dies auch 
nach der Erweiterung bleiben. 

Die Erfiillbarkeit desVollstandigkeitsaxioms ist 
wesentlich durch die Voranstellung des Archime- 
dischen Axioms bedingt; in der Tat laBt sich zeigen, daB 
zu einem System von Punkten, Geraden und Ebenen, welche 
die Axiome I—IV erfiillen, stets noch auf mannigfache Weise 
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solche Elemente hinzugefugt werden konnen, daB in dem durch 
Zusammensetzung entstehenden Systeme die Axiome I—IV 
ebenfalls samtlich giiltig sind; d.h. das Vollstandigkeitsaxiom 
wurde einen Widerspruch einschlieBen, wennman den Axiomen 
I—IV nicht noch das Archimedische Axiom hinzufugt. 

Das Vollstandigkeitsaxiom ist nicht eine Folge 
des Archimedischen Axioms. In der Tat reicht das Archi¬ 
medische Axiom allein nicht aus, um mit Benutzung der Axiome 
I—IV unsere Geometrie als identisch mit der gewohnlichen 
analytischen „Cartesischen“ Geometrie nachzuweisen (vgl. §9 
und § 1 2). Dagegen gelingt es unter Hinzunahme des Voll- 
standigkeitsaxioms — obwohl dieses Axiom unmittelbar keine 
Aussage uber den Begriflf der Konvergenz enthalt —, die 
Existenz der einem Dedekindschen Schnitte entsprechenden 
Grenze und den Bolzanoschen Satz vom Vorhandensein der 
Verdichtungsstellen nachzuweisen, womit dann unsere Geo¬ 
metrie sich als identisch mit der Cartesischen Geometrie erweist 

Durch die vorstehendeBetrachtungsweise ist dieForderung 
der Stetigkeit in zwei wesentlich verschiedene Bestandteile 
zerlegt worden, namlich in das Archimedische Axiom, 
dem zugleich dieRolle zukommt, die Forderung der 
Stetigkeit vorzubereiten, und in das Vollstandig¬ 
keitsaxiom, das den SchluBstein des ganzen Axio- 
mensystems bildet. 1 ) 

In den nachfolgenden Untersuchungen stiitzen wir uns 
wesentlich nur auf das Archimedische Axiom und setzen im 
allgemeinen das Vollstandigkeitsaxiom nicht voraus. 

I) Man vergleicbe auch die Bemerkungen am SchluC von § 17 sowie 
meinen hier als Anhang VI abgedruckten Vortrag uber den Zahlbegriif: 
Berichte der Deutscben Mathematiker-Vereinigung, 1900. — Bei der 
Untersucbung des Satzcs von der Gleichheit der Basiswinkel im gleich- 
schenkligen Dreieck bin ich auf ein weiteres Stetigkeitsaxiom gefuhrt 
worden, das ich Axiom der Nachbarschaft genannt habe; man sche meine 
als Anhang II abgedruckte Abhandlung ,,Uber den Satz von der Gleich¬ 
heit der Basiswinkel im gleichschenkligen Dreieck“. Proceedings of the 
London Mathematical Society, Bd. XXXV 1903. VgL S.92 und S. 107. 



Kapitel II. 

Die Widerspruchslosigkeit und gegenseitige 

Unabh&ngigkeit der Axiome. 

§ 9 - 

Die Widerspruchslosigkeit der Axiome. 

Die Axiome der funf in Kapitel I aufgestellten Axiom- 
gruppen stehen miteinander nicht in Widerspruch, d. h. es 
ist nicht moglich, durch logische Schliisse aus denselben eine 
Tatsache abzuleiten, welche einem der aufgestellten Axiome 
widerspricht. Um dies einzusehen, wollen wir aus den reellen 
Zahlen ein System vonDingen bilden, in demsamtliche Axiome 
der funf Gruppen erfulit sind. 

Man betrachte zunachst den Bereich SI aller derjenigen 
algebraischen Zahlen, welche hervorgehen, indem man von 
der Zahl i ausgeht und ein endliche Anzahl von Malen die 
vier Rechnungsoperationen: Addition, Subtraktion, Multipli- 

kation, Division und die funfte Operation | |/T + co* | an- 
wendet, wobei co jedesmal eine Zahl bedeuten kann, die ver- 
moge jener fdnf Operationen bereits entstanden ist. 

Wir denken uns ein Paar von Zahlen (a -) des Berelchea 
SI als einen Punkt und die Verhaltnisse von irgend drei Zahlen 
(u : v : w) aus Sit falls u y v nicht beide Null sind, als eine Ge- 
rade; ferner moge das Bestehen der Gleichung 

ux vy -f w-o 

ausdriicken, daB der Punkt ( x y y) auf der Geraden (u:v:tv) 
liegt; damit sind, wie man leicht sieht, die Axiome I i—3 
und IV erfilllt. Die Zahlen des Bereiches SI sind samtlich 
reell; indem wirberucksichtigen,daBdieselben sich ihrerGroBe 
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nach anordnen lassen, konnen wir leicht solche Festsetzungen 
fur unsere Punkte undGeraden treffen, daB auch die Axiome II 
der Anordnung samtlich gultig sind. In der Tat, sind (x 19 y t ), 

(•*«* ^s)> • • • irgendwelche Punkte auf einer Geraden, 
so moge dies ihre Reihenfolge auf der Geraden sein, wenn 
die Zahlen x 19 x s , x a , ... oder y iy y f)f j' ay ... in dieser Reihen¬ 
folge entweder bestandig abnehmen oderwachsen; um femer 
die Forderung des Axioms II 4 zu erfullen, haben wir nur 
notig, festzusetzen, daB alle Punkte {x,y), fur die ux -J- vy -f- w 
kleiner oder groBer als o ausfallt, auf der einen bzw. auf der 
anderen Seite der Geraden (u:v:w) gelegen sein sollen. Man 
uberzeugt sich leicht, daB diese Festsetzung sich mit der 
vorigen Festsetzung in Obereinstimmung befindet, derzufolge 

ja die Reihenfolge der Punkte auf einer Geraden bereits be- 
stimmt ist. 

Das Abtragen vonStrecken 
und Winkeln erfolgt nach 
den bekannten Methoden 
der analytischen Geometrie. 

Fine Transformation von der 
Gestalt 

x' ==> x -}- a , 

y' 4 - 

vermittelt die Parallelver- 
schiebung von Strecken 

und Winkeln. Wird ferner der Punkt (o, o) mit O , der Punkt 
(1,0) mit E und ein beliebiger Punkt (a, b) mit Cbezeichnet, 
so entsteht durch Drehung um den Winkel COE> wenn O 
der feste Drehpunkt ist, aus dem beliebigen Punkte (x y y) 
der Punkt (xy '), wobei 



/ ^ t a 

y — 7 ~ ■ x 4 - — —.. —~ 4/ 

Ya % -f b * V**~+b*^ 



/ 
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zu sctzen ist- Da die Zah l 

1/?+ i* 


V' + (v) 


wiederum dem^h'di'/iS.n”ucn*»iomf III, und offenbar 

^-aiscbe^io. V t i erlunt. Das A— 

der Vollstand.gkeit \ 2 ! >st n'ot er aus unser en geo- 

Jeder W.derspruch m dL “, ^lite dcmnach auch in der 

s^jejssssaSs- 

Georaetrie ist die gewohnlichc Cartes.sche Gco ^^ 

leder Widerspruch in den Folgerungen aus den Ax.omen 
T Jv muBte demnach in der Arithmetic des Systems der 

reellen Zahien erkennbar sein. rium Uche 

Die eutsprechende Betrachtungswe.se fur d.e raum 

Geometrie bietet kcine Schwierigkeit. 

Wie man erkennt, gibt es unendlichv.ele Geometnemdae 

den Ax.omen I-IV. V . gemigen, dagegen nur eme nari j 
die Cartesische Geometrie. in der auci. zugle.ch das Voll 
standigkeitsaxiom V 2 gviltig ist. 

§ IO * 

Die Unabhangigkeit des Parallelenaxioms (Nicht- 


Euklidischc Geometrie). 

Nachdem wir dieWiderspruchslosigkeit der Axiome erkaaat 

haben, ist es von Interesse, zu untersuchen, ob sie^sam 
voneinander unabhangig sind. In der Tat zeigt sich, dafi kerne 

l) Detreffs der Frage nach der Widerspruchslosigkext» <jcr 
metischen Axiome vergleiche man meine Vortrage uber exx 
Berichte dcr Deutsche* Mathcmatiker-Vereinigung, 190° {A™ * ^ 

sowie„MathematiscbeProblemc“,gehaUcnaufdcm international ^ 

matikcrkongreO i900,Gdttingcr Nachr. l 9 °o, insbesondereFroble 
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wesentlichen Bestandteile der genannten Axiomgruppen durch 
logische Schliisse aus den jedesmal voranstehenden Axiom¬ 
gruppen abgeleitet werden konnen. 

Was zunachst die einzelnen Axiome der Gruppen I, II und 
III betrifft, so ist der Nachweis dafur leicht zu fuhren, daS 
die Axiome ein und derselben Gruppe je unter sich unab- 
hangig sind. 

Die Axiome der Gruppen I und II liegen bei unserer Dar- 
stellung den ubrigen Axiomen zugrunde, so daB es sich nur 
noch darum handelt, fur jede der Gruppen III, IV und V die 
Unabhangigkeit von den ubrigen nachzuweisen. 

Das ParallelenaxiomlV ist von den ubrigen Axiomen unab- 
hangig; dies zeigt man in bekannter Weise am einfachsten, 
wie folgt: Man wahle die Punkte, Geraden und Ebenen der 
gewohnlichen, in § 9 konstruierten (Cartesischen) Geometrie, 
soweit sie innerhalb einer festen Kugel verlaufen, fur sich 
allein als Elemente einer raumlichen Geometrie und vermittle 
die Kongruenzen dieser Geometrie durch solchelineareTrans- 
formationen der gewohnlichen Geometrie, welche die feste 
Kugel in sich iiberfiihren. Bei geeigneten Festsetzungen er- 
kennt man, dab in dieser „Nicht-Euklidischen“ Geometrie samt- 
liche Axiome auBer dem Euklidischen Axiom IV gultig sind, 
und da die Moglichkeit der gewohnlichen Geometrie in § 9 
nachgewiesen worden ist, so folgt nunmehr auch die Mog¬ 
lichkeit der Nicht-Euklidischen Geometrie. 

§ ii- 

Die Unabhangigkeit der Kongruenzaxiome. 

Von den die Unabhajigigkeit der Kongruenzaxiome be- 
treffenden Tatsachen wollen wir als besonders wichtig die 
folgende beweisen: das Axiom III 5 oder, was auf das nam- 
liche hinauslauft, der erste Kongruenzsatz fiir Dreiecke, d. i. 
Satz 11 kann durch logische Schliisse nicht aus den ubrigen 
Axiomen I, II, III 1 —4, IV, V abgeleitet werden. 


Hilbert: G ruudhig*?n ilcr Geometrie. 6. Aull. 
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2 g Kap. II. Wlderspruchslosigkeit und Unabhangigkeit der Axiomc 

Wir wahlen die Punkte, Geraden, Ebenen der gewohnlichen 
Geometrie auch als Elemente der neuen raumlichen Geo- 
metrfe und definieren das Abtragen der Winkel ebenfalls wie 
in der gewohnlichen Geometrie, etwa in der Weise, wie in 
§ g auseinandergesetzt worden ist; dagegen definieren wir 
das Abtragen der Strecken auf andere Art. Die zwei Punkte 
A Jf A a mogen in der gewohnlichen Geometrie die Koordinaten 
,y lf z t bzw .jc a ,s a t* a haben; dann bezeichnen wir den po- 
sitiven Wert von 

Wi ““ +St —S *) 1 -f (Si —Si ) 1 + (*i — E a)* 
als die Lange der Strecke A X A %% und nun sollen zwei be- 
liebige Strecken A x A t und A X 'A % ' einander kongruent heiBen, 
wenn sie im eben festgesetzten Sinne gleiche Langen haben. 

Es leuchtet unmittelbar ein, daB in der so hergestellten 
raumlichen Geometrie die Axiome I, II, III I—2, 4, IV, V, 
(sowie ubrigens auch die Satze 10, 13, 14, 15* *6, die mit 
Hilfe von III 5 abgeleitet wurden) gultig sind. 

Um zu zeigen, daB auch daa Axiom III 3 erfullt ist, wahlen 
wir eine beliebige Gerade a und auf ihr drei Punkte A x , Ay A^ t 
so daB A % zwischen A L und A s liegt. Die Punkte x,y, s der 
Geraden a seien durch die Gleichungen 

Jr — 1/ + 

S — pt+ fi', 
z =» vt v' 

gegeben, worin A, t\v, v' gewisse Konstante und / einen 

Parameter bedeutet. Sind / 1? t a « / t ), / 3 (< / a ) die Parameter- 
werte, die den Punkten A x> A s , A s entsprechen, so finden wir 
fur die Langen der drei Strecken A l A i , A t A 8 und A X A 8 bzw. 
die Ausdrdcke: 

(', - O ! V(i + |, 

('. -I V(T^*~+p~+~v>|, 

(‘* - I l/U + n)’ + f*’ + v* |, 
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und mithin i8t die Summe der Langen der Strecken A X A 2 
und A 2 A^ gleich der Lange der Strecke A l A 2 ; dieser Urn- 
stand bedingt die Gultigkeit des Axioms III 3. 

Das Axiom III 5 oder vielmehr der erste Kongruenzsatz 
fur Dreiecke ist in unserer Geometrie nicht immer erfullt. Be- 
trachten wir namlich z. B. in der Ebene z = o die vier Punkte 


O mit den Koordinaten x 
A 
B 
C 


ft 


ft 


ft 


ft 


ft 


ft 


ft 


ft 


tf 


“ O, y 
x ==■ 1 f y 
•^ = Oj y 

x — y 


O, 

O, 

I, 


so sind in den beiden (rechtwink- 
ligen) Dreiecken OAC und OBC 
die Winkel bei C und die an- 
liegenden Seiten entsprechend 
kongruent, da die Seite OC beiden 
Dreiecken gemeinsam ist und die 
Strecken A C und B C die gleiche 
Lange ^ besitzen. Dagegen haben 
die dritten Seiten O A und OB die 


B(o,1) 





0(o,o) 


A(i.o) 


LaDge 1, bzw. ]/T und sind daher nicht einander kongruent 
Es ist auch nicht schwer, in dieser Geometrie zwei Drei¬ 
ecke zu finden, fur welche das Axiom III 5 selbst nicht er- 
fullt ist 


§ 12 - 

Die Unabh&ngigkeit der Stetigkeitsaxiome V 
(Nicht-Archimedische Geometrie). 

Um die Unabhangigkeit des Archimedischen Axioms V i 
zu beweisen, mussen wir eine Geometrie herstellen, in der 
samtliche Axiome mit Ausnahme der Axiome V, diese letz- 
teren aber nicht erfullt sind. 1 ) 


1) G. Veronese hat in seinem tdefsinnigen Werke: „Grnndziige der 
Geometrie' 1 , deutscli von A. Schepp, Leipzig 1894, ebenfalls den Ver- 


3 
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Zu dem Zwecke konstruieren wir den Bereich Sl(t) aller 
derjenigen algebraischen Funktionen von /, welche aus / durch 
die fiinf Rechnungsoperationen der Addition, Subtraktion, 

Multiplikation, Division und durch die Operation | + «o* | 

hervorgehen; dabei soil c o irgendeine Funktion bedeuten, die 
vermoge jener funf Operationen bereits entstanden ist. Die 
Menge der Elemente von Sl(/) ist — ebenso wie von SI in 
§ g — cine abziihlbare. Die fiinf Operationen sind samtlich 
eindeutig und reell ausfiihrbar; der Bereich Sl(l) enthalt da- 
her nur eindeutige und reelle Funktionen von /. 

Es sei c irgendeine Funktion des Bereiches da die 

Funktion c eiue algebraische Funktion von / ist, so kann sie 
jedenfalls nur fur eine endliche Anzahl von Werten / ver- 
schwinden, und es wird daher die Funktion c fur genugend 
grolie positive Werte von / entweder stets positiv oder stets 
negativ ausfallen. 

Wir sehen jetzt die Funktionen des Bereiches SI (/) als eine 
Art komplexer Zahlen an; offenbar sind in dem so definierten 
komplexen Zahlensystem die gewohulichen Rechnungsregeln 
samtlich gultig. Ferner raoge, wenn a, b irgend zwei verschie- 
dene Zahlen dieses komplexen Zahlensystems sind, die Zahl 
a groBer oder kleiner als in Zeichen: a b oder a < b, 
heiBen, je nachdcm die Differenz c — a — b als Funktion von 
/ fur genugend groBe positive Werte von / stets positiv oder 
stets negativ ausfallt. Bei dieser Feslsetzung ist fur die Zahlen 
unseres komplexen Zahlensystems eine Anordnung ihrer GroBe 
nach moglich, die derjenigen bei reellen Zahlen analog ist; 
auch gelten, wie man leicht erkennt, fur unsere komplexen 
Zahlen die Siitze, wonachUngleichungen richtig bleiben, wenn 
man auf beiden Seiten die gleiche Zahl addiert oder beide 
Seiten mit der gleichen Zahl > o multipliziert 

Bedeutet n eine beliebige positive ganze rationale Zahl, so 
gilt fur die beiden Zahlen n und / des Bereiches 5 !(/) gewiB 

such gcmacht, cine Geometric aufzubaucn, die von dem Archimedischen 
Axiom unabhiiugig ist. 
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die Ungleichung n /, da die Differenz n — /, als Funktion 
von / betrachtet, fur genugend groBe positive Werte von t 
offenbar stets negativ ausfallt. Wir sprechen diese Tatsache 
in folgender Weise aus: Die beiden Zahlen i und t des Be- 
reiches £l(t), die beide > o 9ind, besitzen die Eigenschaft, 
daB ein beliebiges Vielfaches der ersteren stets kleiner als 
die letztere Zahl bleibt. 

Wir bauen nun aus den komplexen Zahlen des Bereiches 
Sl(t) eine Geometrie genau auf dieselbe Art auf, wie dies in 
§g unter Zugrundelegung des Bereiches SI von algebrai9cken 
Zahlen geschehen ist: wir denken uns ein System von drei 
Zahlen (x,y, z) des Bereiches 5 i(/) als einen Punkt und die 
Verhaltnisse von irgend vier Zahlen (u : v : zv : r) aus 52 (/), 
falls u,v,w nicht samtlich Null sind, als eine Ebene; ferner 
moge das Bestehen der Gleichung 

ux -f- vy ivz r ^ o 

ausdrucken, daB der Punkt ( x y y , z) in der Ebene (u : v : w : r) 
liegt, und die Gerade sei die Gesamtheit aller in zwei Ebenen 
mit verschiedenen uivizv gelegenen Punkte. Treffen wir so- 
dann die entsprechenden Festsetzungen uber die Anordnung 
der Elemente und uber das Abtragen von Strecken und Win- 
keln, wie in § 9, so entsteht eine „Nicht-Archimedische <l Geo¬ 
metries in welcher, wie die zuvor erorterten Eigenschaften des 
komplexen Zahlensystems Sl(t) zeigen, samtliche Axiome mit 
Ausnahme der Stetigkeitsaxiome erfulltsind. In der Tat konnen 
wir die Strecke 1 auf der Strecke / beliebig oft hintereinander 
abtragen, ohne daB der Endpunkt der Strecke t uberschritten 
wird; dies widerspricht der Forderung des Archimedischen 
Axioms. 

DaB auch das Vollstandigkeitsaxiom V 2 von alien voran- 
stehenden Axiomen I—IV, V 1 unabhangig ist, zeigt die 
erste in § 9 aufgestellte Geometrie, da in dieser das Arclii- 
medische Axiom erfiillt ist. 

Auch die Nicht-Archimedischen und zugleich Nicht-Eukli- 
dischen Geometrien sind von prinzipieller Bedeutung, und 
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insbesondere erschien mir die Frage nacb der Abhangigkeit 
der Satze uber die Winkelsumme im Dreieck vom Archi- 
medischen Axiom von hohem Interesse. Die Untersuchung, 
die M.Dehn 1 2 * * * ) auf meine Anregung hin uber diesen Gegen- 
stand unteraommen hat, fiihrte zu einer vollen Aufklarung 
dieser Frage. Den Untersuchungen von M.Dehn liegen die 
Axiome I—III zugrunde. Nur zum Schlusse der Dehnschen 
Arbeit — damit auch die Riemannsche (elliptische) Geo- 
metrie in den Bereich der Untersuchung hineinfallt — sind 
die Axiome II der Anordnung allgemeiner als in der gegen- 
wartigen Abhandlung, namlich etwa wie folgt zu fassen: 

Vier Punkte A y B , C y D einer Geraden zerfallen stets in 
zwei Paare A y C und B, D y so daB A y C und B y D getrennt 
sind und umgekehrt. Funf Punkte auf einer Geraden konnen 
immer in der Weise mit A t B , C, Z> y E bezeichnet werden, 
daB A t C durch B y D und durch B y E y femer daB A y D durch 
B y E und durch C y E usw. getrennt sind. 

Die hauptsachlichsten von M.Dehn auf Grund der Axiome 
I—III, also ohne Benutzung der Stetigkeit, bewiesenen Satze 
sind folgende: 

Wenn in irgend einetn Dreieck die Summe der 
Winkel groBer bezuglich gleich oder kleiner als zwei 
Rechte ist, so ist sie es in jedem Dreieck. 8 ) 

Aus der Annahme unendlichvieler Parallelen zu 
einer Geraden durch einen Punkt folgt, wenn man 
das Archiraedische Axiom ausschlieBt, nicht , daB 
die Winkelsumme im Dreieck kleiner als zwei Rechte 
ist. Es gibt vielmehr sowohl eine Geometrie (die 
Nicht-Legendresche Geometrie), in der man durch 

1) ,,Die Lcgendrescken Satze uber die "Winkelsumme im Dreieck*'. 
Math. Ann. Bd. 53. 1900. 

2) Einen Bewcis fur diesen Satz hat spater auch F. Schur er. 

braebt. Math. Ann. Bd. 55 und weiter Hj el ms lev Math. Ann. 64; 

in dem letzteren ist hervorzuheben die sehr kurze SchluBfolge, die 

zum Bcweise des mittleren Teiles dieses Satzes fdhrt. 
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einen Punkt zu einer Geraden unendlich viele Par- 
allelen ziehen kann und in der trotzdem die Satze 
der Riemannschen (elliptischen) Geometrie giiltig 
sind. Andererseits gibt es eine Geometrie (die Semi - 
Euklidische Geometrie), in welcher es unendlich- 
viele Parallelen durch einen Punkt zu einer Geraden 
gibt und in der dennoch die Satze der Euklidischen 
Geometrie gelten. 

Aus der Annahme, daB es keine Parallelen gibt, 
folgt stets, daB die Winkelsumme imDreieck grofier 
als zwei Rechte ist. 

Ich bemerke endlich, daB, wenn man das Archime- 
dische Axiom hinzunimmt, das Parallelenaxiom durch 
die Forderung ersetzt werden kann, es solle die Winkel¬ 
summe im Dreieck gleich zwei Rechten sein. 



Kapitel HI. 

Die Lehre von den Proportionen. 


§ 1 3* 

Komplexe Zahlensysteme. 1 ) 

Am Anfang dieses Kapitels wollen wir einige kurze Aus- 
einandersetzungen uber komplexe Zahlensysteme voraus- 
schicken, die uns spater insbesondere zur Erleichterung der 
Darstellung nutzlich sein werden. 

Die reellen Zahlen bilden in ihrer Gesamtheit ein System 
von Dingen mit folgenden Eigenschaften: 

Satze der Verkniipfung (i—6): 

1. Aus der Zahl a und der Zahl b entsteht durch „Ad- 
dition" eine bestimmte Zahl c , in Zeichen: 

a -f- b =— c oder c — a b. 

2. Wenn a und b gegebene Zahlen sind, so existicrt stets 
elne und nur eine Zahl x und auch eine und nur eine 
Zahl y y so daB 

a x — b bzw. y a =* b 

wird. 

3. Es gibt eine bestimmte Zahl — sie heifSe o —, so daB 
filr jedes a zugleich 

a -j- o == a und o a “= <* 
ist 

4. Aus der Zahl a und der Zahl b entsteht noch auf eine 
andere Art durch „Multiplikation 4 ‘ eine bestimmte Zahl c 9 
in Zeichen: 

ab — c oder c == ab. 

*) VgL meinen Vortrag: „Obcr den ZahlbcgrifF 4 *, Jahresbexicht der 
Deutschen Matbematiker-Vereinigung, Bd. 8 . 1900 (Anhang VI). 


§ *3* Komplexe Zahleusysteme ^ 

5. Wenn a und b beliebig gegebene Zahlen sind und 
nicht o ist, so existiert stets eine und nur eine Zahl ^ un 
auch eine und nur eine Zahl so daB 

ax = b bzw. y a = b 

wird. 

6. Es gibt eine bestimmte Zahl — sie heiBe 1 —, so daB 
fur jedes a zugleich 


ist. 


una 




Regeln der Rechnung (7—12): 

Wenn a y b,c beliebige Zahlen sind, so gelten stets folgende 

Rechnungsgesetze: 

7 - a -f- (b -j- c) = (a -{- b) -f- c 

a -f- b = b -f- a 

9 * a (P c ) = (ab)c 

I °* a {p c) =» ab -f- ac 

II • ( a - b)c == ac -j- be 


* 2 . ab = b a. 

Satze der Anordnung (13—16): 

13* Wenn a , b irgend zwei verschiedene Zahlen sind, so 
ist stets eine bestimmte von ihnen (etwa a) groBer (>>) als die 
andere; die letztere heiBt dann die kleinere, in Zeichen: 


a >» b und b < a, 

14. Wenn a > b und b c f so ist auch a >► c. 
15* Wenn a > b ist, so ist auch stets 


<* + c > b -h c. 

16. Wenn a > b und c > o ist, so ist auch stets 

ac >> be. 

Satze von der Stetigkeit (17—18): 

17* (Archimedischer Satz.) Wenn a ^>o und b^>o zwei 
beliebige Zahlen sind, so ist es stets moglich, a zu sich selbst so 
oftzu addieren, daB die entstehende Summe die Eigenschaft hat 

ci -f- a ci b • 


a » 
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18. (Satz von der Vollstan digkei t) Es ist nicht mog- 
Uch, dem System der Zahlen ein anderes System von Dingen 
hinzuzufiigen, so daft auch in dem durch Zusammensetzung 
entstehenden Systeme bei Erhaltung der Beziehungen zwischen 
den Zahlen die Satze i —17 samtlich erfullt sind; oder kurz: 
die Zahlen bilden ein System von Dingen, welches bei Auf- 
rechterhaltung samtlicher Beziehungen und samtlicher auf- 
gefuhrten Satze keiner Erweiterung mehr fahig ist 

Ein System von Dingen, das nur einen '1 eil der Eigenschaften 

1_18 besitzt heiBe ein komplexes Zahlensystem. Ein komplexes 

Zahlensystem heiBe ein Archimedisi hes oder ein Nicht-Archie 
medisches , je nachdem dasselbe der Forderung 17 geniigtoder 
nicht 

Von den aufgestellten Eigenschaften 1 —18 sind einige 
Folgen der ubrigen. Es entsteht die Aufgabe, die logische Ab- 
hangigkeit dieserEigenschaften zu untersuclien'). Wir werden 
im Kapitel VI § 32 und § 33 zwei bestimmte Fragen der an- 
gedeuteten Art wegen ihrer geometrischen Bedeutung beant- 
worten und wollen hier nur darauf hinweisen, daB jedenfalls 
die Forderung 1 7 keine logische Folge der voranstehenden 
Eigenschaften ist da ja beispielsweise das in § 1 2 betrachtete 
komplexe Zahlensystem Si. (/) samtliche Eigenschaften 1 16 

besitzt aber nicht die Forderung 1 7 erfullt 

Im ilbrigen gelten betreffs der Satze von der Stetigkeit 
(17 — 18) die entsprechenden Bemerkungen, wie sie in § 8 
uber die geometrischen Axiome der Stetigkeit gemacht worden 
sind. 

§ * 4 - 

Beweis des Pascalschen Satzes. 

In diesem und dem folgendem Kapitel legen wir unserer 
Untersuchung die ebenen Axiome samtlicher Gruppen mit 
Ausnahmo der Stetigkeitsaxiome, d.h. die Axiomel 1—3 und 
II—IV zugrunde. In dem gegenwartigen Kapitel III gedenken 


*) Vgl. meinen bereits zitierten Vortrag uber den Zahlbegriff. 
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wir Euklids Lehre von den Proportionen mittels der genannten 
Axiome, d. h. in der Ebene und unabkdngig vom Archie 

me disc hen Axiom zu begriinden. 

Zu dem Zwecke beweisen wir zunachst eine Tatsache, die 
0jj^ besonderer Fall des bekannten Pascalscben Satzes aus 
der Lehre von den 
Kegelschnitten ist 
und die ich kiinftig 
kurz als den Pas- 
calschen Satz be- 
zeichnen will. Die- 
ser Satz lautet: 

Satz 22. l ) (Pas- A* 
calscher Satz). 

Es seien A> B , C bzw. 

A' B', C’ je drei 
' Punkte auf zwei sich schneidenden Geraden, die vom Schnittpunkte 
dtrr Geraden verschieden sind; ist danti CB' parallel BC' und 
CA ' parallel AC', so ist auch BA' parallel AB\ 

Um den Beweis fur diesen Satz zu erbringen, fiihren wir 
zunachst folgende Bezeichnungsweise ein: In einem recht- 
winkligen Dreieck ist offenbar die Ka- 
thete a durch die Hypotb.enuse c und den 
von a und c oingeschlossenen Basiswinkel 
a eindeutig bestimrat; wir setzen kurz 

a = etc , 

so daB das Symbol or c stets eine bestimmte Strecke bedeutet, 
sobald c eine beliebig gegebene Strecke und a ein beliebig 
gegebenc3r spitzer Winkel ist. 

I) F. Schur hat einen interessanten Beweis des Pascalscheu Satzes 
auf Grund der ebenen und rSumlicben Axiome I—HI in den Math. 
Ann. Bd. 51 veroffentlicht. J. Hjelmslev ist e3 dann, indem er sich 
auf die Resultate von G. Hesseuberg (Math. Ann. Bd. 61) stiitzt, 
gelungen, den Pascalscben Satz all ein auf Grund der ebenen Axiome 
I—III zu beweisen („Nene Begrundung der ebenen Geometric"; Math, 
Ann. Bd. 64). VgL Anhang HI. 
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Nunmehr moge c eine beliebige Strecke und p mdgen 
zwei beliebige spitze Winkel bedeuten; wir behaupten, daB 

allemal dieStreckenkongruenz 

a pc = pac 

besteht und somit die Symbole 
a, p stets miteinander ver- 
tauschbar sind. 

Um diese Behauptung zu 
beweisen, nehraen wir die 
Strecke c =■=* A B und tragen 
C an diese Strecke in A zu bei- 

den Seiten die Winkel a bzw. p 
an. Dann fallen wir von B aus auf die anderen Schenkel 
dieser Winkel die Lote BC und BD, verbinden C mit D 
und fallen schliefilich von A aus das Lot AE auf CD. 

Da die Winkel ACB und ADB Rechte sind, so 
liegen die vier Punkte A,B,C,D auf einem Kxeise, und dem- 
nach sind die beiden Winkel ACD und ABD, als Peri- 
pheriewinkel auf derselben Sehne AD, einander kongruent. 
Nun ist einerseits ^C.ACD zusammen mit dem CAE und 
andererseits <£ABD zusammen mit ^BAD je ein Rechter, 
und folglich sind auch die Winkel ^ CAE und BAD 
einander kongruent, d. h. es ist 

<£ CAE = p 

und daher 

^ DAE — cc. 

Wir gewinnen nun unmittelbar die Streckenkongruenzen 

pc ~ AD, a c === AC, 

ape = a (AD) == AE, p ac == p(AC) = AE 

und hieraus folgt die Richtigkeit der vorhin behaupteten Kon- 
gruenz. 

Wir kehren nun zur Figur des Pascalschen Satzes zur&ck 
und bezeichnen den Schnittpunkt der beiden Geraden mit O 
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und die Strecken OA, OB, OC, OA', OB , OC , CB ,BC , 
AC', CA\ BA', AB' bzw. mit a, b, c, a\ b’, c', l, 

Sodann fallen wir von O Lote auf l,m*,n\ das Lot auf/ 
schlieBe mit den beiden Geraden OA, OA' die spitzen Winkel 
X', X ein und die 
Lote auf m bzw. n c' 

mogen mit den Ge¬ 
raden OA und OA' 
die spitzen Winkel 
bzw. v', v bil- 
den. Drucken wir 
nun diese drei Lote 
in der vorhin an- 
gegebenen Weise 
mit Hilfe der Hy- q 
pothenusen und 

Basiswinkei in den betreffenden rechtwinkligen Dreiecken 
auf doppelte Weise aus, so erhalten wir folgende drei Strecken- 
kongruenzen: 



(i) 
(*) • 
(3) 


Xb' = X'c, 


P a 


va 


ft C , 
vb. 


Da nach Voraussetzung / parallel /* und m parallel m* sein 
soil, so stimmen die von O auf /* bzw. m zu fallenden Lote 
mit den Loten auf / bzw. m* uberein, und wir erhalten somit 


( 4 ) Xc'==X'b, 

( 5 ) ~ p'a. 

Wenn wir aufdieKongruenz (3) links und rechts das Symbol 
X'ft anwenden und bedenken, daB nach dem vorhin Bewie- 
senen die in Rede stehenden Symbole miteinander vertausch- 
bar sind, so finden wir 

vX'fia'== v'pl'b. 
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In dieser Kongruenz berucksichtigen wir links die Kongruenz 
(2) und rechts (4); dann wird 


Oder 


vl'n'c == v>lr' 
Vft'l'c = v'lftc'. 


Hierin berucksichtigen wir links die Kongruenz (1) und rechts 
(5); dann wird 

vp'Xb' = v'i/ u'a 


oder 


lp'vb' 



ln'v'a. 


Wegen der Bedeutung unserer Symbole schlieBen wir au9 der 
letzten Kongruenz sofort 


und hieraus 

( 6 ) 


9 l / _ / / 

ft vb = (X v a 


vb' = v ’a. 


Fassen wir nun das von O auf n gefallte Lot ins Auge und 
fallen auf dasselbe Lote von A und B ' aus, so zeigt die Kon¬ 
gruenz (6), daB die FuBpunkte der letzteren beiden Lote zu- 
8ammenfallen, d. h. die Gerade AB' steht zu dem Lote 

auf n senkrecht und ist raithin zu n parallel. Damit ist der 
Beweis fur den Pascalschen Satz erbracht 

Wir benutzen im Folgenden zur Begrundung der Geometric 
lediglich denjenigen speziellen Fall des Pascalchen Satze3, 
in dem die Streckenkongruenz 


und folglich auch 


OC= OA' 
OA = OC 


gilt In diesem speziellen Fall gelingt der Beweis besonders 
einfach, namlich folgendermaBen (Figur S. 41): 

Wir tragen auf OA' von O aus die Strecke OB bis D' ab, 
so daB die Verbindungsgerade B D' parallel zu CA' und A O' 
wird. Wegen der Kongruenz der Dreiecke OC'B und OAD' 
wird 

(*+) 


< OC B = OAD'. 
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OB'C ; 




Da CB' und BC nach Voraussetzung einander parallel sind, 
so ist 

(2+) < OC'5 = 

aus (if) und (2f) folgem wir 

<£ OAB' = 

dann aber ist nach der Lehre vom Kreise A CD'S' ein Kreis- 
viereck und mithin gilt nach einem bekannten Satze von den 
Winkeln im Kreisviereck die Kongruenz 

( 3 +) < OD'C= OAS\ 

Andererseits ist wegen der Kongruenz der Dreiecke 
OB' C und OB A' auch 

( 4 +) <^OB'C~^OBA'\ 

aus (3f) ”nd (4f) folgem wir 

■£; OAB' = OBA\ 
und diese Kongruenz lehrt, daB AB’ 
und BA' einander parallell sind, wie 
es der Pascalsche Satz verlangL 

Wenn irgendeine Ge- 
rade, ein Punkt auBerhalb 
derselben und irgendein 
Winkel gegeben ist, so 

kann man offen- 
bar durch Ab- 
tragen dieses 
Winkels und Ziehen einer Parallelen eine Gerade finden, 
die durch den gegebenen Punkt geht und die gegebene Ge¬ 
rade unter dem gegebenen Winkel schneidet. Im Hinblick 
auf diesen Umstand diirfen wir endlich zum Beweise des all- 
gemeineren Pascalschen Satzes auch das folgende einfache 
SchluBverfahren anwenden, das ich einer Mitteilung von an- 
derer Seite verdanke (Figur S. 41). 

Man ziehe durch B eine Gerade, die OA' im Punkte B' 
unter dem Winkel OCA' trifft, so daB die Kongruenz 
(i*) OCA' = <£ OB'B 
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gilt; dann ist nach einem bekannten Satze aus der Lehre vom 
Kreise CBD'A' ein Kreisviereck und mitliin gilt nach dem 
Satze von der Kongruenz der Peripheriewinkel auf der nam- 

lichen Sehne die Kongruenz 

( 2 *) ^OBA'=z<KOD'C. 

Da CA' und AC' nach Voraussetzung einander parallel sind» 

so ist 

4C OC/- ^OAC'\ 

aus (i*) und (3*) folgera wir die 

Kongruenz 

OD B = ^ OAC 



dann aber ist auch 
BAD’C ' ein Kreisvier- 
’eck, und mithin gilt nach 

dem Satze von 
den Winkeln 
im Kreisvier- 
. eck die Kon- 

gruenz 

( 4 *) 3: OAB>'==^C OC'B. 

Da ferner nach Voraussetzung CB' parallel BC ist, so haben 
wir auch 

(5*) OB'OC'B; 

aus (4*) und (5*) folgera wir die Kongruenz 

OAD' = <£ OB'C\ 

diese endlich lehrt, daB CAD'B' ein Kreisviereck ist, und 
mithin gilt auch die Kongruenz 

(6*) < OAB'== OD'C. 

Aus (2*) und (6*) folgt 

OBA’==OAB\ 
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und diese Kongruenz lehrt, daB BA' und AB' einander par¬ 
allel sind, wie es der Pascalsche Satz verlangt 

Fallt V' mit einem der Punkte A \ B\ C' zusammen, so 
wird eine Abanderung dieses SchluBverfahrens notwendig, die 
leicht ersichtlich ist- 1 ) 


§ 15 - 

Streckenrechnung auf Grund des PascalschenSatzes. 

Der im vorigen Paragraph bewiesene Pascalsche Satz setzt 
uns in den Stand, in dieGeometrie eineRechnung mitStrecken 
einzufiihren, in der die Rechnungsregeln fur reelle Zahlen 
samtlich unverandert giiltig sind. 

Statt des Wortes „kongruent“ und des Zeichens ==bedienen 
wir uns in der Streckenrechnung des Wortes „gleich“ und des 
Zeichens 

Wenn A , B y C drei Punkte ^ ^ ** ^ ^ 

einer Geraden sind und B 
zwischen A und C liegt, so 

bezeichnen wir c = AC als die Summe der beiden Strecken 
a ~ AB und b = BC und setzen 




c= cv-tb 


c =r= a -f- b. 

Die Strecken a und b heiBen kleiner als c , in Zeichen: 

a < r, b < c, 

und c heiBt groBer als a und b 9 in Zeichen: 

c a y c > b. 

Aus den linearen Kongruenzaxiomen III i—3 entnehmen 
wir leicht, dafl fur die eben definierte Addition der Strecken 
das assoziative Gesetz 

_ a -r (b + c) (a + b) - j-c, 

1) Interesse vcrdient auch die Verwendung, die der Satz vom ge- 
mcinsamen Schnittpunkt der Hohen cines Dreieckes zur Begrundung 
des Pascalschen Satzes bzw. der Proportionenlehre findet; man ver- 
gleicke hieriiber F. Schur, Math. Ann. Bd. 57 und J. Mollerup, 
„Studier over den plane geomctris aksiomcx“, Copenhagen 1903. 

Hilbert: (irundh^cn iler Geometric 6. And. 
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sowie das kommutative Gesetz 

a + b =~ b a 

S "vl [8 L Produkt einer Strecke « in eine Strecke b geo- 

metmch zu definieren, bedienen wir uns folgender Konstruk- 

tion: Wir wahlen zunachst emebeliebige 

Strecke, die fur die gauze Betrachtung 
die namliche bleibt, unci bezeichnen 
dieselbe mit i. Nunmehr tragen wir auf 

dem einen Schenkel eines 
rechten Winkels vom Schei- 
tel O aus die Strecke i und 
femer ebeufalls vom Scheitel 

o die Strecke b ab; sodann tragen wir auf dem anderen 
Schenkel die Strecke u ab. Wir vcrbinden die Eudpunkte der 
Strecken I und u dutch eine Gerade und zmhen zu dteser 
Geraden dutch den Endpuukt der Strecke b cine Parallel, 
dieselbe rr.oge auf dem anderen Schenkel erne Strecke c 
abschueiden: dann nennen wir diese Strecke r das Produkt 
der Strecke a in die Strecke b und bezeichnen sie mit 

c a b. 

Wir wollen vor allerobeweisc.D, daft furdieeben defmierte 
Multiplikation der Strecken das kommutative Gesetz 

ab = b a 

gultig ist. Zu dem Zwccke konstruieien wir 
zuerst auf die oben festgesetzte Weise die 
Strecke ab. Ferner tragen wir auf dem ersten 

Schenkel des rechten Winkels 
die Strecke a und auf dem an- 
deren Schenkel die Strecke b 
ab, verbinden den Endpunkt 
der Strecke 1 mit dem End- 
punkt von b auf dem anderen Schenkel durch eine Gerade 
und ziehen zu dieser Geraden durch den Endpunkt von a 




§ 15. Streckenrechnung 
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auf dem ersten Schenkel eine Parallele: dieselbe schneidet 
auf dem anderen Schenkel die Strecke ba ao; in der Tat 
fallt diese Strecke ba , wie die Figur zeigt wegen der Pa- 
rallelitat der punktierten Hilfslinien nach dem Pascalschen 
Satze (Sat z2?.) mit der vorhin konstruierten Strecke ab zu- 
sammen. Auch umgekehrt folgt, wie man sofort sieht, aus der 
Giiltigkeit des kommutativen Gesetzes in unserer Strecken- 
rechnung der spezielle Fall (S. 4°) des Pascalschen Satzes. 

Um fur unsere Multi plikation derStrecken das associative 
Gesetz 

a {be) = {ab)c 


e-cb 


ae-cd 



zu beweisen, tragen wir auf dem einen Schenkel des rechten 
Winkels vom Scheitel O aus die Strecken 1 und b und auf 

dem anderen Schenkel ebenfalls von O aus 
die Strecken a und c ab. Sodann konstxuieren 
wir die Strecken d = ab und e = c 'o und tragen 
diese Strecken d und e auf dem ersteren Scfcen- 
kel von O au3 ab. Konstruieren wir sodann ae 
und cd 7 so ist wiederum auf Grund des Pascal¬ 
schen Satzes aus nebenstehender 
Figur ersichtlich, dab die End- 
punkte dieser Strecken zusaxu- 
menfallen, d. h. es ist 

ae = cdodeT a(cb)=*c(ab), 

und hieraus folgt mit Zu- 
hilfenahme des kommu¬ 
tativen Gesetze 3 auch 

a (be) = (ab) c. 1 ') 

Wie man 

sieht, haben wir im Vorstehenden beim Nachweise sowohl 
des kommutativen wie des assoziativen Gesetzes der Multi- 



i) Man vergleiche hierzu auch die Methoden zur Begriindung der 
Proportionenlchre, die neuerdings von A. Knescr, Archiv fur Math, 
und Phys., R. Ill, Bd. 2, and J. Mollerup, Math. Ann., Bd. 56, sowie 

4 * 



ab-ba 
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plikation lediglich denjenigen speziellen Fall des Pascalschen 
Satzes benutzt, des3en Beweis auf S. 40 bis 41 (§ 14) in be- 
sonders einfacher Weise durch einmalige Anwendung des 
Kreisvierecksatzes gelang. 

Durch Zusammenfassung dieser Ent- 
wickelungen gelangen wir zu folgender 
Begrundung der Multiplikationsgesetze 
der Streckenrechnung, die mir von alien 
bisher bekannten Begrundungsarten die 
einfachste zu sein scheint: 

Auf dem einen Schen- 
kel eines rechten Winkels 
trage man vom Scheitel O 
aus die Strecken a — A O 
und^= OB und auBerdem 
auf dem anderen Schen- 
kel die Einheitsstrecke 
1 = OC ab. Der durch A, B , C gelegte Kreis schneide den 
letzteren Schenkel noch im Punkte B. Der Punkt D wird leicht 
ohne Benutzung des Zirkels nur auf Grund der Kongruenz- 
axiome gewonnen, indem man vom Mittelpunkt des Kreises 
das Lot auf OC fallt und an diesem den Punkt C spiegelt. 
Wegen der Gleichheit der Winkel ^ OCA und OBD ist 
nach der Definition des Produktes zweier Strecken (S. 44) 

OD «= ab % 

und wegen der Gleichheit der Winkel OB A und OB C 

ist nach der namlichen Definition 

OB — ba . 



„Studicr over den plane geometris aksiomer 44 , Kopenhagen 1903, ange- 
gebcn wordcn sind und bei denen die Proportionengleichung voran- 
gestellt wird. F. Schur, Zur Proportionenlehre, Math. Ann. Bd. 57 be- 
mcrkt, dafl bereits K. u p ffe r (Sitzungsber. der Naturforschergesellschaft 
zu Dorpat 1893) d ftS kommutative Gesctz der Multiplikation richtig be- 
wiesen hat. Jedoch ist K.upffers weitere Begrundung derProportionen- 
lchre als unzureichcnd anzuschen. 


§ 16 . Proportionen und Ahnlichkeitssatze 
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a(b+c) 


Das hieraus folgende kommutative Gesetz der Multiplikation 

a b ~ b a 

beweist nunmehr nach einer Bemerkung auf S. 45 den spe- 
ziellen Fall (S. 40) des Pascalschen Satzes, und aus diesem 
wiederum folgt nach S. 45 das assoziative Gesetz der Mul- 
tiplikation 

a (be) — (ab)c. 

Endlich gilt in unserer Streckenrechnung auch das dis¬ 
tributive Gesetz 

a(b -}- c) — ab ac. 

Um dasselbe zu beweisen, konstruieren wir die Strecken ab , 
ac und a(b c) und ziehen dann durch den Endpunkt der 
Strecke c (s. nebenstehende Figur) eine Parallele zu 
dem anderen Schenkel des rechten Winkels. Die 

jenz der beiden rechtwinkligen, in der 
schraffierten Dreiecke und die An- 
wendung des Satzes von der 
Gleichheit der Gegenseiten 
im Parallelogramm liefert 
dann den gewunschten 
Nachweis. 

b+C Sind b und c zwei 
beliebige Strecken, so gibt es stets eine Strecke a f so daB 

c*=*ab wird; diese Strecke a wird mit — bezeichnet und der 

b 

Quotient von c durch b genannt. 



§ 16. 

Die Proportionen und die Ahnlichkeitssatze. 

Mit Hilfe der eben dargelegten Streckenrechnung laBt sich 
Euklids Lehre von den Proportionen einwandsfrei und ohne 
Archimedisches Axiom in folgender Weise begrunden: 

Erklarung. Sind a , b , a\ b' irgend vier Strecken, so soil 
die Proportion 

a:b = a: b' 
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nichts anderes bedeuten ala die Streckengleichung 

ab' — ba' 

Erklarung. Zwei Dreiecke heiften dhnlich , wenn entspre- 
chende Winkel in ihnen kongTuent sind. 

Satz 23. Wenn a , und cotsprechende Seiten in 

zwei ahnlichen Dreiecken sind, so gilt die Proportion . 

alb =m a r \ b\ 

Beweis. Wir betrachten zunachst den besonderen 
Fall, wo die von a, b und a\ b' eingeschlossenen Win- 

in bciden Dreiecken Rechte sind, 
und denken uns die beiden Dreiecke in 
und denselben rechtea Winkel ein- 
getragen. Wir tragen sodann 
vom Scheitel aus auf einem 
Schenkel die Strecke 1 ab 
und ziehen durch den End- 
punkt dieser Strecke I die Parallele zu den beiden Hy- 
pothenusen; dieselbe schneide auf dem anderen Schenkel die 
Strecke e ab; dann ist nach unserer Definition des Strecken- 




struieren in jedem der beiden ahnlichen Dreiecke den Schnitt- 
punkt^bezw. * 9 ' der drei Winkelhalbierenden, dessenExistenz 
aus dem Satze vom gleichschenkligen Dreieck leicht abzu- 
leiten ist, und fallen von diesen die drei Lote r bezw. r* auf 
die Dreiecksseiten; die auf diesen entstehenden Ab9chnitte 



§ 17- Gleictmngen der Geraden und Ebetien 
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bezeichnen wir mit 

a b> &c> &ct b at C at C b 


bezw. 

/ r if if 
a bi a c • Oc> “ay 

Der vorhin bewiesene spezielle 
dann die Proportion 


/ / 

Cat Cb* 

Fall unseres Satzes liefert 


a b : r => a b : r b c : r «=* b' c : r' 

d c l T = d c I T | b a . T =* b a . T i 

aua diesen schlieBen wir mittels des distributiven Gesetzes 


a : r «=* a : r\ b : r =— b': r' 

und folglich mit Rucksicht auf das kommutative Gesetz der 
Multiplikation 

a : b =*= a : b\ 


Aus dem eben bewiesenen Satze 23 entnehmen wir leicht 
den Fundamentalsatz in der Lehre von den Proportioned der 
wie folgt lautet: 

Satz 24. Schneiden zwei Parallels auf den Schenkeln ernes be - 
liebigen Winkels die Strecken a,b bzw.a',b' ab , so gilt die Pro¬ 
portion 

* /I' 

a : t> «m a : o . 

Umgekehrt, wenn vier Strecken a, b> a , b diese Proportion er- 
fullen und a, a ' und b, b' je auf einem Schenkel eines be liebigen 
Winkels abgetragen werden , so sind die Verbindungsgeraden der End - 
punkte von a t b bzw. von a\ b' eznander parallel. 


§ 17 - 

Die Gleichungen der Geraden und Ebenen- 

Zu dem bisherigen System von Strecken fugen wirnoch ein 
zweites ebensolches System von Strecken hinzu; die Strecken 
des neuen Systems denken wir uns durch ein Merkzeichen 
kenntlich gemacht und nennen sie dann „ negative “ Strecken 
zum Unterschiede von den bisher betrachteten „positiven ‘ 
Strecken. Fubren wir noch die Strecke o ein, so gelten bei ge- 
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horigen Festsetzungen in dieser erweiterten Streckenrechnung 
samtliche Rechnungsregeln fur reelle Zahlen, die in § 1 3 zu- 
9amraengestellt worden sind. "Wir heben folgende spezieUe 
Tatsachen hervor: 

Es ist stets a • 1 =» 1 • a =*= a. 

Wenn ab -*= o, 30 ist entweder a — o oder b ™ o. 

Wenn a > b und c > o, so folgt stets ac > be. 

Wir nehmen nun in ciner Ebene « durch einen Punkt O 
zwei zueinander senkrechte Gerade als festes rechtwinkliges 
Achsenkreuz an und tragen dann die beliebigen Strecken 
x y y von O aus auf den beiden Geraden ab, und zwar nach 
der einen oder nach der anderen Seite bin, je nachdem die 
abzutragende Strecke x bzw. y positiv oder uegativ ist; sodann 
errichten wir die Lote in den Endpunkten der Strecken .v,p 
und bestimmen den Schnittpunkt P dieser Lote: die Strecken 

.v, v heiBen die A 'oorJinaien des 



Punktes P\ jeder Punkt der 
Ebene a ist durch seine Koor- 
dinaten x y j y die positive oder 

negative Strecken 
oder o sein kon- 
nen,eindeutigbe- 
stimmt. 

Es sei / irgend- 
eine Gerade in 
der Ebene ct, die durch O und 
durch einen Punkt Cmit den Koor- 
dinaten a y b gehe. Sind dann x t y 
die Koordinaten irgendeines Punktes von /, so linden wir 
leicht aus Satz 23 


oder 


a : b — x : y 


bx — ay = o 

als die Gleichung der Geraden /. Ist /' eine zu / parallele 
Gerade, die auf der jr-Achse die Strecke c abschneidet, so 
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gelangen wir zu der Gleichung der Geraden indem wir in 
der Gleichung der Geraden l die Strecke x durch die Strecke 
x — c ersetzen; die gewiinschte Gleichung lautet also 

b x — ay — be = o. 

Aus diesen Kntwicklungen schliefien wir leicht auf eine 
Weise, die von dem Archimedischen Axiom unabhangig ist, 
daB jede Gerade in einer Ebene durch eine lineare Gleichung 
in den Koordinaten x, y dargestellt wird und umgekehrt jede 
solche lineare Gleichung eine Gerade darstellt, wobei die 
Koeffizienten derselben in der betreffenden Geometrie vor- 
kommende Strecken sind. 

Die entsprechenden Resultate beweist man ebenso leicht 
in der raumlichen Geometrie. 

Der weitere Aufbau der Geometie kann von nun an nach 
den Methoden geschehen, die man in der analytischen Geo¬ 
metrie gemeinhin anwendet 

Wir haben bisher in diesem Kapitel III das Archimedische 
Axiom nirgends benutzt; setzen wir jetzt die Giiltigkeit des- 
selben vorans, so konnen wir den Punkten einer beliebigen 
Geraden im Raume reelle Zahlen zuordnen, und zwar auf 
folgende Art: 

Wir wahlen auf der Geraden zwei beliebige Punkte aus 
und ordnen diesen die Zahlen o und 1 zu; sodann halbieren 
wir die durch sie bestimmte Strecke o 1 und bezeichnen den 
entstehenden Mittelpunkt mit ferner den Mittelpunkt der 
Strecke mit \ usw.; nach wmaliger Ausfiihrung dieses Ver- 

fahrens gelangen wir zu einem Punkte, dem die Zahl zu- 

zuordnen ist Nun tragen wir die Strecke o an denPunkto 

sowohl nach der Seite des Punktes 1 als auch nach der an- 
deren Seite hin etwa wzmal hintereinander ab und erteilen den 

so entstehenden Punkten die Zahlenwerte —- bzw.-- • Aus 

2 n 2 W 

dem Archimedischen Axiom kann leicht geschlossen werden, 


r . 

k 
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daB auf Grund dieserZuordnung sich jedem beliebigenPunkte 
der Geraden in eindeutig bestimmter Weise eine reelle Zahl 
zuordnen laBt und zwar so, daB dieser Zuordnung folgende 
Eigenschaft zukommt: wenn A , B, C irgend drei Punkte der 
Geraden und bzw. a, y die zugehorigen reellen Zahlen sind 
und B zwischen A und C liegt, so erfullen diese Zahlen stets 
entweder die Ungleichung «<^<y oder or > £ > y- 

Aus den Entwickelungen im Kap. It § 9 leuchtet ein, daB 
dort fur jede Zahl, die dem algcbraisehen Z.ahlkdrper SI an- 
gehort, notwendig ein Punkt der Geraden existiereu muB, dem 
sie zugeordnet ist. Ob auch jeder anderen reellen Zahl ein 
Punkt ent9pricht, hangt davon ab, ob in der vorgclegten Geo- 
metrie das Vollstandigkeitsaxiom V 2 gilt oder nicht gilt. 

Dagegen ist es, auch wenn man nur dieGiiltigkeit des Arehi- 
medischen Axioms annimmt, stets raoglich, das System von 
Punkten, Geraden und Ebenen so durch ..irrationale 44 Ele- 
mente zu erweitern, daB auf jeder Geraden der entstehenden 
Geometric jedem System von drei reellen Zahlen ohne Aus- 
nahine ein Punkt zugeordnet ist. Durch gehorige Festsetzung 
kaun zugleich erreicht werden, daB in der erweiterten Geo¬ 
metric samtliche Axiome I—V gviltig sind. Diese (durch 
Hinzufugung der irrationalen Elemente) erweiterto Geometric 
ist keine andere a!s die gewohnliche analytische Cartesische 
Geometric des Raumes, in welchcr auch das Vollstandigkeits¬ 
axiom V 2 gilt. 1 ) 


1) Vgl. die Bemerkungen am ScbluG von § 8. 



Kapitel IV. 

Die Lehre von den Fl&cheninhalten in der 

Fbene. 

§ 18. 

Die Zerlegungsgleichheit und Inhaltsgleichheit von 

Polygonen. 

Wir legen den Untersuchungen des gegenwartigen Ka- 
pitels IV dieselben Axiome wie ira Kapitel III zugrunde, 
namlich die linearen und ebenen Axiome samtlicher Gruppen 
mit Ausnahme der Stetigkeitsaxiome, d. h. die Axiome I i 

bis 3 und II—IV. 

Die im Kapitel III erorterte Lehre von den Proportionen 
und die daselbst eingefvihrte Streckenrechnung setzt uns in 
den Stand, die Euklidische Lehre von den Flacheninhalten 
mittels der genannten Axiome, d. h. zn der Eber.e und un - 
abhdngig von den Stetigkeitsaxiomen zu begrunden. 

Da nach den Entwiekelungen im Kapitel III die Lehre 
von den Proportionen wesentlicb auf dem Pascalschen Satze 
(Satz 22) beruht, so gilt dies auch fur die Lehre von den 
Flacheninhalten; diese Begriindung der Lehre von den 
Flacheninhalten erscheint mir als eine der merkwurdigsten 
Anwendungen des Pascalschen Satzes in der Elementar- 

geometrie. 

Erklarung. Verbindet man zwei Punkte eines Polygons / 
durch irgendeinen Streckenzug, der ganz im Innern des Poly¬ 
gons verlauft, so entstehen zwei neue Polygone P l und P v 
deren innere Punkte alle im Innern von T^liegen; wir sagen: 
P zerfallt in P t und P t% oder P 1 und P 2 setzen P zu- 

sammen. 

Erklarung. Zwei Polygone heiBen zerlegungsgleich , wenn 
sie in eine endliche Anzahl von Dreiecken zerlegt werden 
konnen, die paarweise einander kongruent sind. 
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Erklarung. Zwei Polygone heiBen inhaltsgleich oder von 
gleichem Inhalte , wenn es moglich ist, zu denselben zerlegungs- 
gleiche Polygone hinzuzufiigen, so daB die beiden zusammen- 
gesetzten Polygone einander zerlegungsgleich sind. 

Aus den letzteren Erklarungen folgtsofort: durchZusammen- 
fugung zerlegungsgleicher Polygone entstchcn wieder zer- 
legungsgleiche Polygone, und wenn man zerlegungsgleiche 





Polygone von zerlegungs- 
gleichen Polvgonen weg- 
nimmt, so sind die iibngbleibeuden Po¬ 
lygone inhaltsgleich. 

Fcrner gelten folgende Satze: 

Satz 25. Sind zwei Polygone P y und 
/\ mit einem dritten Polygon P 3 zer¬ 
legungsgleich, so sind sie auch unter- 
einander zerlegungsgleich. Sind zwei 
Polygone mit einem dritten inhaltsgleich, so sind sie unter- 
einander inhaltsgleich. 


Beweis. Nach Vorausselzung liiBt sich sowohl fxir P x als auch 
fiir P t eine Zerlegung in Dreiecke angeben, so daB einer jeden 
dieser beiden Zerlegungen je eine Zerlegung des Polygons 
in kongruente Dreiecke entspricht Indem wir diese Zer¬ 
legungen von P z gleichzeitig in Betracht ziehen, wird im all- 
gemeinen jedes Dreieck der einen Zerlegung durch Strecken, 
welche der anderen Zerlegung angehoren, in Polygone zer- 
legt. Wir fugen nun noch so viele Strecken hinzu, daB jedes 
dieser Polygone selbst wieder in Dreiecke zerfallt, und bringen 




§ 1 9 . Parallelograrame tmd Dreiecke 
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dann die zwei entsprechenden Zerlegungen in Dreiecke in P j 
und in P t an; dann zerfallen offenbar diese beiden Polygone 
p und P 2 in gleich viele paarweise einander kongruente Drei¬ 
ecke und sind somitnach der Erklarung einander zerlegungs- 
gleich. 

Der Beweis der zweiten Aussage des Satze3 25 ergibt sich 
nunmehr ohne Schwierigkeit. 

Wir erklaren in der iiblichen Weise die Begriffe: Rechteck , 
Grundlinie und Hohe tines Para llelogra m mes> Grundlinie und 
Hd'he tines Dreiecks. 


§ * 9 - 

Parallelogramme und Dreiecke mit gleicher Grund¬ 
linie und HOhe. 

Die bekannte, in den untenstehenden Figuren illu9trierte 
Schlufiweise Euklids liefert den Satz: 



und Hohe sind einander inhaltsgleich. 

Ferner gilt die bekannte Tatsache: 

Satz 27. Ein jedes Dreieck ABCist stets 
einem gewissen Parallelogramm 
mit gleicher Grundlinie und hal- 
ber Hohe zerlegungsgleich. 

Beweis. Halbiert man AC in 
D und BC \n E und verlangert 
dann D E um sich selbst bis F, -A. 
so sind die Dreiecke DEC und FBE einander kongruent, 
und folglich sind Dreieck ABC und Parallelogramm ABFD 
einander zerlegungsgleich. 
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Au8 Satz 26 und 27 folgt mit Hinzuziehung von Satz 2 5 
unmittelbar: 

Satz 28. Zwei Dreiecke mit gleicher Grundlinie und Hohe 
sind einander inhal tsgl eich. 

Bekanntlich zeigt man leicht, daB zwei Dreiecke mitgleicher 
Grundlinie und Hohe auch stets zerlegungsgleich sind. Wir 
bemerken jedoch, daB dicser Kachwcis ohne Benutzung des Archi - 
medischen Axioms nicht mdglich is/; in der Tat lassen sich in 
unserer Nicht-Archimedischen Geometrie (vgl. Kap. II §12) 
ohne Schwierigkeit zwei solche Dreiecke angeben, die gleiche 
Grundlinie und Hohe besitzen und folglich dem Satze 28 
entsprcchend i nhaltsgleich, aber die dennoch nicht zer¬ 
legungsgleich sind. AI9 Beispiel mogen zwei Dreiecke ABC 
und ABD mit der gemeiosamen Grundlinie AB=* 1 und der 
gleichen Hohe I dienen, wenn die Spitze C des ersteren Drei- 
ecks senkrecht liber A und im zweiten Dreieke der FuBpunkt F 
der von der Spitze D gefaliten Hohe so gelegen 1 st, daB 
A F *= t wird. 

Wir erwahnen noch den leicht zu beweisenden Satz: 

Satz 29. Zu einem beliebigen Dreieck und mithin auch 
zu einem beliebigen Polygon kann stets ein rechtwinkliges 
Dreieck konstruiert werden, das eino Kathete 1 besitzt und 
das mit dem Dreieck bzw. Polygon inhaltsglelch ist 

Auch die ubrigen Siitze aus der elementaren Geometrie 
uber die Inhaltsgleichheit von Polygonen, insbesondere der 
Pythagoraische Lehrsatz sind lcichte Folgerungen der eben 
aufgestellten Satze. Wir begegnen aber dennoch bei der wei- 
teren Durchfuhrung der Theorie der Flacheninhalte einer 
wesentlichen Schwierigkeit. Insbesondere las9en es unsere bis- 
herigen Betrachtungen dahingestellt, ob nicht etwa alle Poly- 
gone stets einander inhaltsgleich sind. In diesem Falle waren 
die 8amtlichen, vorhin aufgestellten Satze nichtssagend und 
ohne Bedeutung. Hiermit hangt die Frage zusammen, ob zwei 
inhaltsgleiche Rechtecke mit einer gemeinschaftlichen Seite 
auch notsvendig in der anderen Seite ubereinstimmen, d. h. 



§ 20. InhaltsmaB 



ob ein Rechteck durch eine Seite und den FIacheninhalt ein- 
deutig bestimmt ist? 

Wie die nahere Uberlegung zeigt. bedarf man zur Beant- 
wortung der aufgeworfenen Fragen der Umkehrung des 

Satzes 28, die folgendermaBen lautet: 

Satz 30. Wemi zwei inhalts gleiche Dreiecke gleiche Grundlime 

haben y so kaben sie auch gleiche Hoke. 

Dieser fuudamentale Satz 30 findet sich im ersten Buch 
derElemente deo Euklid als 3Qster Satz; beim Bewcise des- 
selben beruft sich jedoch Euklid auf den allgemeinen GroBen- 
satz; „i£ru to 0X00 tou fiEi£ 6 v i(SrCv“ ein Veifahren, 

welches auf dieEinfuhruDg eines neuen geometrischen Axioms 

iiber Flacheninhalte hinauslauft. 

Es gelingt nun, ohne ein solches neues Axiom den 
Satz 30 und damit die Lehre von den Flachenin- 

halten aufdemhiervon uns in Aussichtgenommenen 

Wege, d. h. lediglich mit Hilfe der ebenen Axiome 
und ohne Benutzung des Archimedischen Axioms 
zu begrunden. Um dies einzusehen, haben wir den Beg-riff 
des InhaltsmaBes notig. 


§ 20. 

Das InhaltsmaB von Dreiecken und Polygonen. 

Erklarung: Wenn wir in einem Dreieck ABC mit den 
Seiten a,b,c die beiden Hohen h a = AD y hi,— B E koDStru- 
ieren, so folgt aus der Abnlichkeit 
der Dreiecke ^C'^und. ACD nach 
Satz 23 die Proportion 

a ; hi, *=* b : h ay 

d. h. 

ah a « bhb\ 


O 



- --—- 

Produkt aus einer Grundlinie und 
der zu ihr gehdrigenHdhe davon unabhangig, welche beite des 

Dreiecks man als Grundlinie wahlt. Das halbe Produkt aus 
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Grundlinie uod Hohe eines Dreiecks A ist also eine fur das 
Dreieck charakteristische Strecke; sie heiBe das Inhaltsmafi 
des Dreiecks A und werde mit J(A) bezeichnet. 

Erklarung. Eine Strecke, welche eine Ecke eines Drei¬ 
ecks mit einem Punkte der gegeniiberliegenden Seite ver- 
bindet, heiBt eine Transversale des Dreiecks ; dieselbe zerlegtdas 
Dreieck in zwci Dreieckemitgemeinsamerllohe, derenGrund- 
linien in dieselbe Gerade fallen; eine solcbe Zerlegung heiBe 
eine transversale /Zerlegung des Dreiecks. 

Satz 31. AVenn ein Dreieck A durch beliebige Gerade 
irgendwie in eine gewisse endliche Anzahl von Dreiecken / 5 k 

zerlegt wird, so ist stets das InhaltsmaB 
des Dreiecks A gleich der Summe der 
InhaltsmaBe der samtlichen Drei- 
ccke A*. 

Beweis. Aus dem distributiven 
Gcsetz in unsercr Streckcnrech- 
nung folgt unmittelbar, daB das 
InhaltsmaB eines beliebigen Dreiecks gleich der Summe der 
InhaltsmaBe zweier solcher Dreiccke ist, die durch irgend- 
wclche transversale Zerlegung aus jenem Dreieck hervorgehen. 

Die wiederholte Anwendung dieser Tatsache 
zeigt, daB das InhaltsmaB eines beliebigen 
Dreiecks auch gleich der Summe der Inhalts¬ 
maBe der samtlichen Dreiccke ist, die aus 
dem vorgelegten Dreiccke eulstehen, wenn 
man hacheinander beliebig viele transversale 
Zerlegungen ausfiihrt. 

Um nun den entsprechenden Nach- 
weis fiir die beliebige Zerlegung des 
Dreiecks A in Dreiecke Ak zu erbringen, 
ziehen wir von der einen Ecke A des 
Dreiecks A durch jeden Teilpunkt der Zerlegung, d. h. durch 
jeden Eckpunkt der Dreiccke Ak eine Transversale; dutch 
diese Transversalen zerflillt das Dreieck A in gewisse Dreiecke 
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zf/. Jedes dieser Dreiecke At zerfallt durch die Teilstrecken 
der gegebenen Zerlegung in gewisse Dreiecke und Vierecke. 
Wenn wir in denVierecken noch je eine Diagonale kon- 
struieren, so zerfallt jedes Dreieck At in gewisse Dreiecke A/ s . 
Wir wollen nun zeigen, daB die Zerlegung in Dreiecke /its 
sowohl fur die Dreiecke At als auch fiir die Dreiecke Ak nichts 
anderes als eineKette von transversalen Zerlegungen bedeutet. 

In der Tat, zunachst ist klar, dafi jede Zerlegung eines 
Dreiecks in Teildreiecke stets durch eine Reihe von trans- 
versalen Zerlegungen bewirkt werden kann, wenn bei der Zer¬ 
legung im Inneren des Dreiecks keine Teilpunkte liegen und 
iiberdies wenigstens eine Seite des Dreiecks von Teilpunkten 
frei bleibt. 

Nun ist fur die Dreiecke At unsere Behauptung aus dem 
Umstande ersichtlich, daB fiir jedes derselben das Innere 
sowie eine Seite, namlich die dem Punkte A gegeniiberlie- 
gende Seite von weiteren Teilpunkten frei ist. 

Aber auch fur jedes Ak ist die Zerlegung in z Its au f trans- 
versale Zerlegungen zuriickfuhrbar. Betrachten wir namlich 
ein Dreieck z/*, so wird es unter den von A ausgehenden 
Transversalen im Dreieck A eine b estimmte Transversale geben, 
in welche entweder eine Seite von A/, hineinfallt oder welche 
selbst das Dreieck Ak in zwei Dreiecke zerlegt. Im ersten Falle 
bleibt die betreffende Seite des Dreiecks Ak iiberhaupt frei 
von weiteren Teilpunkten bei der Zerlegung in Dreiecke A/ s \ 
im letzteren Falle ist die im Inneren des Dreiecks Ak ver- 
laufende Strecke jenerTransversalen in den beiden entstehen- 
den Dreiecken eine Seite, die bei der Teilung in Dreiecke A/s 
von weiteren Teilpunkten gewiB frei bleibt. 

Nach der, am Anfang dieses Beweises angestelltenBetrach- 
tung, ist das InhaltsmaB/( A) des Dreiecks A gleich der Summe 
aller InhaltsmaBe J(At) der Dreiecke z//, und diese Summe 
ist gleich der Summe aller InhaltsmaBe J{Ats )■ Andererseits 
ist auch die Summe uber die InhaltsmaBe J{Ak) a ll er Drei¬ 
ecke Ak gleich der Summe aller InhaltsmaBe J{At*)t nnd hier- 

Hilbert: Gruodlageu der Geomctrie. 6. Aufl. 5 
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aus folgt endUch. daB das InhaltsmaB J{A) auch gleich der 
Somme aller InhaltsmaBe J(^h) ist. Damit ist der Beweis des 
Satzes vollstandig erbracht. 

Erklarung. Definieren wir das InhaltsmaB J(P) eines Poly¬ 
gons als die Sumrae der InhaltsmaBe aller Dreiecke, in die 
dasselbe bei einer bestimmten Zerlegung zerfallt, so erkennen 
wir auf Grand des Satzes 31 durch eine ahnliche SchluBweise, 
wie wir sie in § 1 8 beim Beweise des Satzes 25 angewandt 
haben, daB das InhaltsmaB eines Polygons von der Art der 
Zerlegung in Dreiecke unabhiingig ist und mithin allein durch 
das Polygon sich eindeutig bestimmt. Aus dieser Erklarung 
entnehmen wir vennittelst des Satzes 3 1 die Tatsache, daB 
zerlegungsgleiche Polygone gleiches InhaltsmaB 

haben. 

Sind ferner P und Q inhaltsgleiche Polygone, so muB es 
nach der Erklarung zwei zerlegungsgleiche Polygone F und 
Q' geben, so daB das aus Pund I y zusammengesetzte Polygon 
/>) mit dem aus Q und Q' zusammengesetzten Poly¬ 
gon ( Q -p Q') zerlegungsgleich ausfallt. Aus den beiden Glei- 

chungen 

/(/>+ n -j(q+ <?'). 

schlieBen wir leicht 

AP)*=AQ)> 

d. h. inhaltsgleiche Polygone haben gleiches In 
haltsmaB. 


§ 21. 

Die Inhaltsgleichheit und das InhaltsmaB. 

In § 20 haben wir gefunden, daB inhaltsgleiche Polygone 
stets gleiches InhaltsmaB haben. Aus dieser Tatsache ent¬ 
nehmen wir unmittelbar den Beweis des Satzes 30. Bezeichnen 
wir namlich die gleiche Grundlinie der beiden Dreiecke mit£, 
die zugehorigen Ilohen mit h und h\ so schlieBen wir aus der 
angonommenen Inhaltsgleichheit der beiden Dreiecke, daB 
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dieselben auchgleiches InhaltsmaBhabenmiissen, d.h.esfolgt: 

is h = \s h ' 

und mithin nach Division durch \g 

h = h'\ 

dies ist die Aussage des Satzes 30. 

Auch laBt sich nunmehr die am SchluB von § 20 gemachte 
Aussage umkehren. In der Tat, seien A'und Q zwei Polygone 
mit gleichem InhaltsmaB, so konstruieren wir gemaB Satz 20 
zwei rechtwinklige Dreiecke z/ und £, von denen jedes cine 
Kathete 1 besitzt und so, daB das Dreieck z/mit dem Poly¬ 
gon P und das Dreieck E mit dem Polygon Q inhaltsgleich 
ist Aus dem am SchluB von § 20 bewiesenen Satze folgt dann, 
daB zf mit A* und ebenso E mit Q gleiche InhaltsmaBe haben. 
Wegen des gleichen InhaltsmaBes von P und Q folgt hieraus, 
daB auch z/ und E gleiches InhaltsmaB haben. Da nun diese 
beiden rechtwinkligen Dreiecke in der Kathete 1 iiberein- 
stimmen, so stimmen notwendig auch ihre anderen Katheten 
uberein, d. h. die beiden Dreiecke z/ und E sind miteinander 
kongruent und mithin sind nach Satz 25 die beiden Polygone 
P und Q einander inhaltsgleich. 

Die beiden in diesem und dem vorigen Paragraphen gefun- 
denen Tatsachen fassen wir in den folgenden Satz zusammen: 

Satz 32. Zwei inhaltsgleiche Polygone haben stets das gleiche 
Inhaltsmafi, und zwei Polygone mit gleichem Inhaltsmafi sind stets 
einander inhaltsgleich. 

Insbesondere mussen zwei inhaltsgleiche Rechtecke mit 
einer gemeinsamen Seite auch in den anderen Seiten uber- 

einstimmen. Auch folgt der Satz: 

Satz 33. Zerlegt man ein Rechteck durchGerade in mehrere 

Dreiecke und laBt auch nur eines dieser Dreiecke fort so kann 
man mit den iibrigen Dreiecken das Rechteck nicht mehr aus- 
fullen 1 ). 

1) Hinsichtlich der merkwurdigen Rolle, die dieser Satz 33 ^ behufs 
ErgSnzung der sogenannten „K.ongruenzsatze im engeren Sinne spie , 
vergleiche man den SchluB von Anhang IT. 
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Dieser Satz ist von de Zolt 1 2 3 ) und O. Stolz*) als Axiom 
hingestellt und von F.Schur 8 ) und W. Killing 4 ) mit Hilfe 
des Archimedischen Axioms bewiesen worden. Im Vorstehen- 
den istgezeigt, dafi derselbe vo 11 i g unabhaogig von dem 
Archimedischen Axiom gilt. 


Zum Beweis der Satze 30, 31, 32 haben wir wesentlich die 
in Kapitel III § 15 eingefuhrte Streckenrechnung benutzt, und 
da diese im wesentlichen auf dem Pascalschen Satze (Satz 22) 
oder vielmehr auf dem speziellen Falle (S. 40) desselben be- 


ruht, so erweist sich fur die Lehre von den Flacheninhalten 
der Pascalsche Satz als der wichtigste Baustein. 

Wir erkennen leicht, daft auch umgekehrt aus den Satzen 
28 und 30 der Pascalsche Satz wiedergewonnen werden kann. 

In der Tat, aus der Parallelitat 
derGeraden C B’ undC' B folgt 
nach Satz 28 die Inhaltsgleich- 
heit der Dreiecke OBB' und 
OCC ’; ebenso folgt aus der Par¬ 
allelitat der Gcraden C A' und 

AC' die Inhaltsgleich- 
heit der Dreiecke 
OAA' und 

OCC'. Da 

hiernach auch 

die Dreiecke OAA' und OBB' einander inhaltsgleich sind, 
so ergibt Satz 30, daft auch BA' zu AB‘ parallel sein muB. 

Von zwei nicht inhaltsgleichen Polygonen Pund Q nennen 
wir P inhaltskleiner bzw. inha Itsgrofler als Q , je nachdem das In- 



1) Principii della cguaglianza di poligoni prcccduti da alcuni critici 
sulla teoria della equivalenza geometrica. Milano, Bnolal88l. Vgl.auch 
Principii della eguaglianza di poliedri e di poligoni sfcrici. Milano, 
Briola 1883. 

2) Monatshcflc fiir Math, und Phys., Jahrgang 5, 1894. 

3) Sitzungsbcrichte der Dorj->ater Naturf. Gcs. 1892. 

4) Grundlagen der Geometric, Bd. >, Abschnitt 5, § 5, 1898. 
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haltsmaB J(P) kleiner Oder groBer als/«?) ausfallt. Es istnach 
detn Vorstehenden klar, daB dieBegriffe inhaltsgleich, inhalts- 
kleiner und inhaltsgroBer sichgegenseitigausschlieBen. Ferner 
erkennen wir leicht, daB ein Polygon, welches ganz im Innern 
eines anderen Polygons liegt, stets inhaltskleiner als dieses 
sein muB. 

Hiermit haben wir die wesentlichen Satze der Lehre von 
den Flacheninhalten in der Ebene begriindet. 

Bereits GauB hat die Aufmerksamkeit der Matheraatiker 
auf die entsprechende Frage fiir den Raum gelenkt. Ich habe 
die Vermutung der Unmoglichkeit einer analogen Begriindung 
der Lehre von den Inhalten im Raume ausgesprochen und 
die bestimmte Aufgabe 1 ) gestellt, zwei 1 etraeder mit gleicher 
Grundflache und von gleicher Hohe anzugeben, die sich auf 
keine Weise in kongruente Tetraeder zerlegen lassen, und die 
sich auch durch Hinzufiigung kongruenter Tetraeder nichtzu 
solchen Polyedem erganzen lassen, fur die ihrerseits eine Zer- 
legung in kongruente Tetraeder moglich ist 

M. Dehn*) ist dieser Nachweis in der 1 at gelungen, er 
hat damit in strenger Weise die Unmoglichkeit dargetan, die 
Lehre von den raumlichen Inhalten so zu begrunden, wie dies 
im Vorstehenden fur die ebenen Inhalte geschehen ist. 

Hiemach waren zur Behandlung der analogen Fragen fur 
den Raum andere Hilfsmittel, etwa das Cavalierische Irinzip 

heranzuziehen *). 

1) Vgl. meinen Voitrag „Mathematische Probleme“ Nr. 3. 

2) ,/Ober raumgleiche Polycder“, GottingerNachr. 1900, sowie„Uber 
den Rauminhalf, Math. Ann. Bd. 5 5. 1 902. vgl. ferner Kagan, Math. Ann. 
Bd. 57. 

3) Nur dor erste Teil des Satzes 32, sowie Satz 30 und Satz 33 gelten 
analog fur den Raum; vgl. etwa Schatunowsky, „Ober den Raum- 
inhalt der Polyeder", Math. Ann. Bd. 57. M. Dehn hat in der Abhand- 
lung; „tlber den Inhalt spharischer Dreiecke“, Math. Ann. Bd. 60 ge- 
zeigt, dafi man die Lehre vom Flacheninhalt in der Ebene auch ohne 

das Parallelenaxiom allein mitHilfe der Kongruenzsatze begTiinden kann. 

Siehe ferner Finzcl, ,,Die Lehre vom Flacheninhalt in der allgemeinen 
Geometrie“, Math. Ann. Bd. 72. 
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Der Desarguessche Satz. 

§ 22 . 

Der Desarguessche Satz und der Beweis desselben in 
der Ebene mit Hilfe der Kongruenzaxiome. 

Von den im Kapitel I aufgestellten Axiomen sind diejenigen 
der Gruppen II—V samtlich teils lineare, teils ebene Axiome; 
die Axiome 4—8 der Gruppe I sind die einzigen raumlichen 
Axiome. Um die Bedeutung dieser raumlichen Axiome klar 
zu erkennen, denken wir uns irgendeine ebene Geometrie 
vorgelegt und untersuchen allgemein die Bedingungen dafur, 
dafi diese ebene Geometrie sich als Teil einer raumlichen 
Geometrie auffassen laBt, in welcher die Axiome der Grup¬ 
pen I—II samtlich erfiillt sind. 

Auf Grund der Axiome der Gruppen I—II, IV ist es be- 
kanntlich leicht mdglich, den sogenannten Desarguesschen 
Satz zu beweisen; derselbe ist ein ebener Schnittpunktsatz. 
Wir nehmen insbesondere die Gerade, auf der die Schnitt- 
punkte entsprechender Seiten der beiden Dreiecke liegen 
sollen, zur „Unendlichfernen“, wie man sagt, und bezeichnen 
den so entstehenden Satz nebst seiner Umkehrung schlecht- 
hin als Desarguesschen Satz; dieser Satz lautet wie folgt: 

Satz 34. (Desarguesscher Satz.) Wenn zwei Dreiecke 
in einer Ebene so gelegen sind, daB je zwei entsprechende 
Seiten einander parallel sind, so laufen die Verbindungslinien 
der entsprechenden Ecken durch ein und denselben Punkt 
oder sind einander parallel, und umgekehrt: 

Wenn zwei Dreiecke in einer Ebene so gelegen sind, daB 
die Verbindungslinien der entsprechenden Ecken durch einen 
Punkt laufen oder einander parallel sind, und wenn femer 
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zwei Paare entsprechender Seiten in den Dreiecken parallel 
sind, so sind auch die dritten Seiten derbeiden Dreiecbe ein- 

ander parallel. 

. Wie bereits erwahnt, ist der Satz 34 
eineFolgeder AxiomeI,II, IV; dieser 
Tatsache gemaB ist die Gultigkeit 
des Desarguesscben Satzes in der 
Ebene je den falls eine not- 
wendige Bedingung da- 
fur, daB die Geometrie die¬ 
ser Ebene sich als Teil 
einer rauralichen Geo¬ 
metrie auffassen laftt, 
in welcher dieAxiome der Gruppen I, II, IV samtlicherfulltsind. 

Wirnehmennun, wie in den Kapitelnlll nndIV, eine ebene 
Geomqtrie an, in welcher die Axiome I 1 3 nnd II IV 

gelten, und denken uns in derselben nach §15 eine Strecken- 
rechnung eingefuhrt: dann laBt sich, wie in § 1 7 dargelegt 
worden ist, jedem Punkte der Ebene ein Paar von Strecken 
(.*,>•) und jeder Geraden ein Verhaltnis von drei Strecken 
( u:v:w ), wobei u t v nicht beide Null sind, zuordnen derart, 

daB die lineare Gleichung 

ux -f- vy + w = o 

die Bedingung fur die vereinigte Lage von Punkt und Ge- 
rade darstellt. Das System aUer Strecken in unserer Geometrie 
bildet nach §17 einen Zahlenbereich, fur welchen die in § 13 
aufgezahlten Eigenschaften 1 —16 bestehen, und wir konnen 
daher mittels dieses Zahlenbereiches, ahnlich wie es in § 9 
Oder § 12 mittels des Zahlensystems SI bzw. ^(/) geschehen 
ist, eine raumliche Geometrie konstruieren; wir setzen zu dem 
Zwecke fest, daB ein System von drei Strecken (x,y,z) einen 
Punkt, die Verhaltnisse von vier Strecken (u : v : w : 1) erne 
Ebene darstellen mogen, wahrend die Geraden als Schnitte 
zweier Ebenen definiert sind; dabei druckt dielineare Gleichung 

ux + vy -f- wz -j- r — o 
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aus, daB der Punkt 2) auf der Ebene (u: v : zv : r) liegt. 

Was endlich die Anordnung der Punkte auf einer Geraden 
oder der Punkte einer Ebene in bezug auf eine Gerade in 
ihr oder endlich die Anordnung der Punkte in bezug auf eine 
Ebene im Raume anbetrifft, so wird diese in analoger Weise 
durch Ungleichungen zwischen Strecken bestimmt, wie dies 
in § 9 fur die Ebene geschehen ist. 

Da wir durch das Einsetzen des Wertes z = o die urspriing- 
liche ebene Geometric wiedergewinnen, so erkennen wir, daB 
unsere ebene Geometric alsTeil einer raumlichen Geometric 
betrachtet werden kann. Nun ist hierfiir die Giiltigkeit desDe- 
sarguesschcn Satzes nach den obigen Ausfiihrungen eine not- 
wendige Bedingung, und claherfolgt, daB in derangenommenen 
ebenen Geometric auch der Desarguessche Satz gelten muB. 

Wir bemerken, daB die eben gefundene Tatsache sich auch 
direkt aus dem Satze 24 in der Lehre von den Proportionen 
ohne Muhe ableiten laBt. 


§ 23. 

Die Nichtbeweisbarkeit des Desarguesschen Satzes in 
der Ebene ohne Hilfe der Kongruenzaxiome. 

Wir untersuchcn nun die Frage, ob in der ebenen Geo¬ 
metric auch ohne Hilfe der Kongruenzaxiome der Desargues¬ 
sche Satz bewiesen werden kann, und gelangen dabei zu fol- 
gendem Resultate: 

^ atz 35 * dCs g*bt eine ebene Geometries in welcher die Axiome I 

1 - 3 ’ 1 4 » » V, d. h. sa mi lie he linearen und ebenen 

Axiome mil Ausnahme des Kongruenzaxioms III 5 erfulit sind, xva'h- 
rend der Desarguessche Satz (Satz 34) nicht gilt. Der Desargues¬ 
sche Satz kann rnithin aus den genamiten Axiomen allein nicht ge- 
folgert iver den; es bedarf sum Deutcise desselben notrvendig ent- 

xveder der raumlichen Axiome oder des Axioms III 6 iiber die Kon~ 
gruenz der Dreiecke. 

Be we is. Wir wahlen in der gewohnlichen ebenen Geometrie, 
deren iVloglichkeit bereits im Kapitel II § 9 erkannt worden 
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ist, irgend zweizueinandersenkrechteGeradealsKoordinaten- 
achsen AT, V und denken uns um den Nullpunkt O dieses 
Koordinatensystems als Mittelpunkt eine Ellipse z.B. mit den 
Halbachsen I und konsiruiert; endlich bezeichnen wir mit 
F den Punkt, welcher in der Entfemung von O auf der 
positiven AT-Achse liegt. 

Wir fassen nun die Gesamtheit allerKreise ins Auge, welche 
die Ellipse in vier reellen — getrennten oder beliebig zu- 
sammenfallenden — Punkten schneiden, und suchen unter 
alien auf diesen Kreisen gelegenen Punkten denjenigen Punkt 
zu bestimmen, der auf der positiven AT-Achse am weitesten 
vom Nullpunkt entfernt ist. Zu dem Zwecke gehen wir von 
einem beliebigen Kreise aus, der die Ellipse in vier Punkten 
schneidet und die positive AT-Achse im Punkte C treffen moge. 
Diesen Kreis denken wir uns dann um den Punkt C derart 
gedreht, daft zwei von den viei Schnittpunkten oder mehr in 
einen einzigen Punkt A zusammenfallen, wahrend die iibrigen 
reell bleiben. Der so entstehende Beriihrungskreis werde als- 
dann vergroftert derart, daft stets der Punkt A Beriihrungs- 
punkt mit der Ellipse bleibt; hierdurch gelangen wir notwendig 
zu einem Kreise, der die Ellipse entweder noch in einem an* 
deren Punkte J3 beriihrt oder in A mit der Ellipse eine vier- 
punktige Beriihrung aufweist und der iiberdies die positive 
AT-Achse in einem entfemteren Punkte al9 C trifft. Der ge- 
suchte entfernteste Punkt wird sich demnach unter denjenigen 
Punkten befinden, die von den doppeltberiihrenden, aufter- 
halb der Ellipse verlaufenden Kreisen auf der positiven AT- 
Achse ausgeschnitten werden. Die doppeltberiihrenden, aufter- 
lialb der Ellipse verlaufenden Kreise liegen nun, wie manleicht 
sieht, samtlich zur Y- Achse symmetrisch. Es seien a y b die 
Koordinaten irgendeines Punktes der Ellipse: dann lehrt eine 
leichte Rechnung, daft der in diesem Punkte beriihrende zur 
■P-Achse symmetrische Kreis auf der positiven AT-Achse die 

Strecke 


^ = I y I + 3 b 2 
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abschneidet. Der groBtmogliche Wert dieses Ausdrucks tritt 
fvir b = \ ein und wird somit gleich ^ j/7 j . Da der vorhin 
mit P bezeiclmete Punkt auf der A'-Achse die Abszisse 

i > 1! V 7 I aufweist, so folgt, dab unter den die Ellipse 
viermal treffendcn Kreisen sich gewifj keiner be- 
findet, der durch den Punkt T** la. 11 ft. 

Nunmehr stellen wir uns cine ncue ebene Geometrie in 
folgender Weise her: Als Punkte der neuen Geometrie nehmen 
wir die Punkte der X} -Ebene; als Gerade derneuenGeometrie 

nehmen wir diejenigen Geraden der 
A '} -Ebene unverandert, welche die 
feste Ellipse beriihren oder gar nicht 
trefTen; ist dagegen " einc Gerade der 
XI -Ebene, die die Ellipse in zwei 


Y 





Punkten P und Q trifft, so kon- 
struieren wir durch P t Q und 
den festen Punkteeinen Kreis; 
dieser Kreis hat, wie aus dem 
oben Bewiesenen hervorgeht, keinen weiteren Punkt mit der 
Ellipse gemein. Wir denken uns nun an Stelle des zwischen 
^und Q innerhalb derEllipsegelegenenStiickesderGeraden^ 


6 g 


§ 23. Nichtbeweisbarkeit des Desarguesschen Satzes 

denjenigen Bogen des eben konstruierten Kreises gesetzt, der 
zwischen P und Q innerhalb der Ellipse verlauft. Den Linien- 
zug, welcher aus den beiden von Pund Q ausgehenden un- 
endlichen Stiicken der Geraden g und dem eben konstruierten 
Kreisbogen PQ besteht, nehmen wir als Gerade der neu her- 
zustellenden Geometrie. Den ken wir uns fiir alle Geraden der 
AE-Ebene die entsprechenden Linienzuge konstruiert, so ent- 
steht ein System von Linienziigen, welche, als Gerade einer 
Geometrie aufgefafit, offenbar den Axiomen I 1 2 und III 

genugen. Bei Festsetzung der naturlichen Anordnung fur die 
Punkte undGeraden in unserer neuenGeometrie erkennenwir 
unmittelbar, daB auch die Axiome II giiltig sind. 

Ferner nennen wir zwei Strecken AB und A'B m unserer 
neuen Geometrie kongruent, wenn der zwischen A und B ver- 
laufende Linienzug 
die gleiche natiir- 
liche Lange hat, wie 
der zwischen A ' 
und_Z?' verlaufende 
Linienzug. 

Endlich bedurfen 
wir einer Festset¬ 
zung betreffs der 
Kongruenz der 
Winkel. Sobald 
keiner von den 
Scheiteln der zu 

vergleichenden 
Winkel auf der El¬ 
lipse liegt, nennen 
wir zwei Winkel einander kongruent, wenn sie im gewohn- 
lichen Sinne einander gleich sind. Im anderen Falle treffen 
wir folgende Festsetzung: Es mogen die Punkte A , B, C in 
dieser Reihenfolge und die Punkte A', B', C’ in dieser Reihen- 
folge je auf einer Geraden unserer neuen Geometrie liegen, 




yo 


Kap. V. Desarguessckcr Sat/; 


D sei ein Punkt aufterhalb der Geraden ABC und D' ein 
Punkt auBerhalb der Geraden A'B'C: dann mogen fur die 
Winkel zwiachen diesen Geraden in unserer neuen Geo¬ 
metric die "Kongmenzen 

ABD-^^A'B'D' und ^CBD = ^C'B'D' 

gelten, sobald fur die naturlichcn Winkel zwischen den ent- 
sprechenden Linienziigen in der gewohnlichen Geometrie die 
Proportion 

ABD : <£ CBD = A B B 1 : ^ C'B'D ' 

erfiillt ist. Bei diesen Festsetzungen sind auch die Axiome 
III i—4 und V' giiltig. 



nien in der A'J-Ebenc: die A'-Achse, die J-Achse und die 


Gerade, welche die beiden Eilipsenpunkte .v = y =*= £ und 
v = — =— ? miteinander verbindet. Da diese drei ge- 

wohnlichcn geraden Linien durch den Nullpunkt O laufen, 
so konnen wir leicht zwei solche Dreiecke angeben, deren 




§ 24 . Streckenrechnung auf Grund des Desarguesschen Satzes 7 i 

Eckcnbzw. aufjenen dreiGeradenliegen, derenentsprechende 
Seiten paarweise einander parallel laufen und die samtlich 
aufierhalb derEllipse gelegen sind. Da die Linienzuge, welche 
aus den genannten drei geraden Linien entspnngen, sich, wie 
die Figur auf S. 70 zeigt und wie man leicht durch Rechnung 
bestatigt, nicht in einem Punkte treffen, so folgt, daB der De- 
sarguessche Satz in der neuen ebenen Geometrie fur die bei- 
den vorhin konstruierten Dreiecke gewiB nicht gilt 

Die von uns hergestellte ebene Geometrie dient zugleich 
als Beispiel einer ebenen Geometrie, in welcher die Axiome 
11 —3, n, III 1—4, IV, V gultig sind, und die sich doch nicht 

als Teil einer raumlichen Geometrie auffassen laBh 


§ 24- 

EinfUhrung einer Streckenrecbnung ohne Hilfe der Kon- 
gruenzaxiome auf Grund des Desarguesschen Satzes. ) 

Um dieBedeutung des Desarguesschen Satzes (Satz 34) voll- 
standig zu erkennen, legen wir eine ebene Geometrie zugrun e, 
in welcher die Axiome I 1—3» II, IV s ), d. h. die samtlic en 
linearen und ebenen Axiome auBer denKongruenz- und tetig 
keitsaxiomen gultig sind, und fuhren in diese Geometrie un 
abhangig von den Kongruenzaxiomen auf o gen e 
Weise eine neue Streckenrechnung ein. 


1) Eine an die Idcenbildungen der Geometrie der Lage sichi an- 
schlieBende Ableitung der Streckenrechnung gibtG. He^enber 1 
Arbeit ,/fiber einen geometriseben KalkiiP* Acta math. Bd^ 29 (1904). 
Manche Teile der Ableitung ergeben sich leichter, wenn ma “ „ 
die Vektorenaddition in der Ebene auf Grund des Desarguessc . . 

entwickelt. Vgl.Holdcr, ..Streckenrechnung und projektive 

Leipz. Ber. 1911. . , „„„c tr ^rken. 

2) Das Parallelenardom (IV) ist fur die Ableitung der neuen Streck 

rechnung entbehrlich. Es soil in folgender Fassung zugrunde g^ gt 

werden: Es sei in der betrachteten Ebene a eine be e lg d 

und A ein Punkt ausserhalb a , dann gibt es in er ene 

nur cine Gerade, die durch A lauft und a nicht sc nei 
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Wir nehmen in der Ebene zwei feste Geraden an, die 
sich in dem Punkte O schneiden mogen, und rechnen im 
Folgenden nur mit solchen Strecken, deren Anfangspunkt O 
ist und deren Endpunkte auf einer dieser beiden festen Ge¬ 
raden beliebig liegen. Auch den Punkt O allein bezeichnen 
wir als Strecke o, in Zeichen: 

OO = o oder o = OO. 


Es seien E und E je ein bestimmter Punkt auf den festen 
Geraden durch O’, dann bezeichnen wir die beiden Strecken 
OE und OE' als die Strecken I, in Zeichen: 

OE = OE' = i oder i = OE = OE'. 


Die GemdeEE' nennen wir kurz die Einheitsgerade. Sind 
feme: si und A’ Punkte auf den Geraden OE bzw. OE' und 
lauft die Verbindungsgerade A A' parallel zu EE', so nennen 
v/ir die Strecken OA und OA' einander gleich, in Zeichen: 

OA OA' oder OA' = OA. 


CL+b, C• 


a, A’ 


Um zunachst die Summc der Strecken a= OA und $ = OB 
zu dehnieren, konstruiere man AA' parallel zur Einheits- 

geraden EE' und ziehe sodann durch A' 
cine Parallel© zu OE und durch E eine Pa- 
rallele zu OE'. Diese beiden Paral- 
lelen mogen sich in A" schneiden. 

Endlich ziohe man durch 

A" 



o c 


--I zur Einheitsgeraden 
EE eine Parallele; 
dieselbe treffe die festen 
Geraden O E und OE' 
in C und C'l dann heiQe 
O (? die Sumrne der Strccke a ~ O A mit der 


Strecke b — OE, in Zeichen: 


c <= a -j- b oder 


a -f- b — c. 
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§ 2$. Addition in der ncuen Streckenrecbnung 

Um das Produkt einer Strecke a = OA in eine Strec'ke 
b= OB zu definieren, bedienen wir uns genau der in § i 5 
angegebenen Kcnstruktion, nur daB an Stelle der Schenkel 

des rechten Winkels hier die beiden festen 
/ Geraden OE und OE' treten. Die Kon- 

Ctb,C'jf struktion ist demnach folgende: Man be- 

stimme auf OE' den 
Punkt A', so daB A A' 
parallel der Einheits- 
geraden EE' v/ird, 
/ verbinde E 

- N ■ — -—-j? " mit A' und 

fy ziehedurch 

B eine Pa¬ 
rallel zu EA'; trifft diese Parallele die feste Gerade OE 
im Punkte C', so heiBt c=OC' dasProdukt der Strecke a= O A 
in die Strecke b *= OB , in Zeichen: 

r = n.h oder ab «= c. 


^4 


JE 

1 


J5 

Z> 


§ 25 - 

Das kommutative und assoziative Gesetz der Addition 

in der neuen Streckenrechnung. 

Wir untersuchen jetzt, welch e von den in § 1 3 aufgestellten 
Rechnungsgesetzen fiir unsere neue Streckenrechnung gultig 
sind, wenn wir eine ebene Geometrie zugrunde legen, in der 
die Axiome I 1—3, II—IV erfiillt sind und uberdies der 

besarguessche Satz gilt. . 

Vor allem wollen wir beweisen, daB fiir die in § 24 de inter e 

Addition der Strecken das kommutative Gesetz 

a b = b -f- a 

gilt. Es sei 

a OA = OA', 
b = OB = OB', 

wobei unserer Festsetzung entsprechend A A und B B der 
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Einheitsgeraden parallel sind. Nud konstruieren wirdiePunkte 
A " und B'\ indem wir A' A" sowie B' B" parallel O A und 
ferner AB " und BA” parallel OA' ziehen; wie man sofort 
sieht, sagt dann unsere Behauptung aus, daB die Verbindungs- 
linie A” B” parallel mit A A' lauft. Die Richtigkeit dieser Be¬ 
hauptung erkennen wir auf Grund des Desar- 
guesschen Satzes (Satz 34) wie folgt: Wir be- 
zeichnen den Schnittpunkt von A B" und A' A" 

mit B und den Schnittpunkt 





von BA' und B' B” mit D\ 
dann sind in den Dreiecken 
AA'B und BB'D die ent- 
sprechendenSeiten einander 
parallel. Mittels des Desar- 
guesschen Satzes schlieBen 
wir hieraus, daB die drei 
Punkte O y B y IJ in einer Geraden liegen. Infolge dieses Um- 
standes liegen die beiden Dreiecke O A A' und DB” A” der- 
art, daB die Verbindungslinien entsprechender Ecken durch 
CL+b+c den namlichen Punkt A’lau- 

A. 

fen, und da uberdies zwei 
Paare entsprechenderSeiten, 
niimlich O A und D B" sowie 
OA' und DA" einander pa¬ 
rallel sind,solaufen 
nach der zweiten 
Aussage des Desar- 
guesschen Satzes 
C fi+C (Satz 34) auch die 

^ r ) ( a 4 - -f- c dritten Seiten A A' 

und B”A” einander parallel. 

Zum Beweise des assoziativen Gesetzes der Addition 

a 4 - -f- c) = {a -f- b) c 

dient dienebenstehendeFigur. MitBerucksiehtigungdeseben 
bewiesenen kommutativen Gesetzes der Addition sprichtsich 







§ 26. Multiplication in der neuen Streckenrechnung 
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die obige Behauptung, wie man sieht, darin aus, daB die Ge- 
rade A"B" parallel der Einheitsgeraden verlaufen muB. Die 
Richtigkeit dieser Behauptung ist offenbar, da der schrafFierte 
Teil dieser Figur mit der vorhergehenden Figur genau iiber- 
einstimmt. 


§ 26. 

Das assoziative Gesetz der Multiplikation und die beiden 
distributiven Gesetze in der neuen Streckenrechnung. 

Bei unseren Annahmen gilt auch fur die Multiplikation der 
Strecken das assoziative Gesetz: 

a (be) *= (ab)c. 

Es seien auf der ersteren der beiden festen Geraden durch 
0 die Strecken 

1 = O b = OCy c = O A' 
und auf der anderen Geraden die Strecken 


a =» O G und b = OB 

gegeben. Um gemaB der Vorscbrift in § 24 der Reihe nach die 
Strecken 


be = OB' 
ab = OB 


und be 


OC'y 


(ab) c = OB' 

zu konstruieren, ziehen wir A' B' parallel AB, B' C parallel 
BCy CB parallel A G sowie A’ B' parallel AB\ %vie wir sofort 
erkennen, lauft dann unsere Behauptung darauf hinaus, daB 
auch CB parallel C'B' sein muB. Bezeichnen wir nun den 
Schnittpunkt der Geraden AB und B C mit F und denScbnitt- 
puukt der Geraden A'B' und B' C mit F', so sind in den 
Dreiecken ABF und A'B'F' die entsprechenden Seiten ein- 
ander parallel; nach dem Desarguesschen Satze liegen daher 
die drei Punkte O, F t F' auf einer Geraden. Wegen dieses 
Umstandes konnen wir diezweite AussagedesDesarguesschen 
Satzes auf die beiden Dreiecke CBF und C'B'F' anwenden 
und erkennen hieraus, daB in der Tat CB parallel C'B' ist. 

Hilbert: Grundlagen der Geometiie 6. Autl. ^ 


Kap. V. Desarguesscher Satz 

Wir beweisen endlich in unserer Streckenrechnung auf 

^ T. • j_ 



b c 

a (be) = (ab)c 


be 


Zum Beweise des erste renGesetzes dient dieFigurS.77 l )* 

In derselben ist . , 

b =— O A , c — (J C , 


ab « = 6M", < 2 f = OC" usf., 

und es lauft 

B"Z> % parallel C"D 1 parallel zur festen Geraden OA\ 


99 


C'D' 


99 


OA": 


A'A" parallel C'C" 


B'B 1 
femer ist 

und 

A'B " parallel B'A" parallel F*D % parallel F” D v 
Die Behauptung lauft darauf hinaus, daB dann auch 

FF” parallel A'A” und C C 

sein muB. 


't// 


1) Die Figuren S. 76, 77 und 79 hat Herr Dr. von Schaper ent- 
worfen und auch die zugehorigen Beweise ausgefuhrt. 
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§ 26. Multiplikation in der neuen Stxeckenrechnung 

Wir konstruieren folgende Hilfslinien: 

F"J parallel der festen Geraden OA\ 

FJ „ „ » OA”\ 

die Schnittpunkte der Geraden C" D x und C Z> 2 , C D x und 
FJ, C'D 2 und F’J heiBen G, H v H 2 , endlich erhalten wir 

noch dieweiterenin deruntenstehenden 
Figur punktierten Hilfslinien durch 

/ 

ctb+ac 



CLC, C 


ctb.A” 1 
b.B" 


0 A‘ B‘ C' F‘ 

b a,b c b+c 

Verbindung bereits konstruierter Punkte. 

In den beiden Dreiecken A' B" C" und F D % G laufen die 
Verbindungsgeraden entsprechenderEcken einanderparallel, 
nach der zweiten Aussage des Desarguesschen Satzes folgt 

daher, daB parallel F’ G 

sein muB. In den beiden Dreiecken A' C"F' und FGH* 
laufen ebenfalls die Verbindungsgeraden entsprechender 
Ecken einander parallel; wegen der vorhin gefundenen Tat- 
sache folgt nach der zweiten Aussage des Desarguesschen 

Satzes, daB 

A’F' parallel FF 2 

sein muB. Da somit in den beiden wagerecht schraffierten 
Dreiecken OA'F" und JH 2 F die entsprechenden Seiten par¬ 
allel sind, so lehrt der Desarguessche Satz, daB die drei Ver 

6 * 


J 
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biDdungsgeraden 

OJ , A'H„ F" F' 

sich in einem und demselben Punkte, etwa in P> treffen. 
Auf dieselbe Weise finden wir, daB auch 

A" F’ parallel F"H t 

scin rauB, und da somit in den beiden schriig schraffierten 
Dreiecken O A" F* und JH X F" die entsprechenden Seiten 
parallel laufen, so treffen sich dem Desarguesschen Satze zu- 
folge die drei Verbiudungsgeradcn 

OJ, A "I / 1 . F'F" 

ebenfalls in einem Punkte — dem Punkte P. 

Nunmehr laufen fiir die Dreiecke OA'A " und JH^H X die 
Verbindungsgeraden entsprcchender Ecken durch den nam- 
lichen Purikt P 9 und mithin folgt, daB 

//j// 2 parallel A'A" 

scin muB; mithin ist auch 

}I X parallel C'C". 

Endlich betrachten wir die Figur F" H t C’C" H X F* F" . Da 
in derselben 


F" parallel C F' parallel C 

.. ^ F, 


H t C 

C'C" 


y'tft 




1* 


F"C 
H x H % 


A M 

ausfallt, so erkennen wir hierin die erste Figur S. 74 (B' P " AA' 
A /AZ?)wieder t die wir in § 2 5zumBe\veise fiir das kommutative 
(jesetz der Addition benutzt haben. Die entsprechenden 
Schliisse wie dort zeigen dann, daB 

F'F'' parallel H X H % 
sein muB, und da mithin auch 


F'F parallel A ’A" 

ausfallt, so ist der Beweis unserer Behauptung vollstandig 
erbracht. 


§ 26. Multiplication in der neuen Streckcnrechnung 
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Zum Beweise der zweiten Formel des distributiven Ge- 
setzes dient die untenstehende vollig verschiedene Figur. 
In derselben ist 

i « OD, a = OA, a = OB, b = OG, c — OD' 
ac = 0 ^ 4 ', = OB', be — OG' usf., 

und es lauft 

GH parallel G'H' parallel zur festen Geraden OA, 

AH „ A'H' „ „ „ » OB 

und feraer 

AB parallel A'B', 

BD „ 

DG 


*T 


HJ 


H'J'. 

Die Behauptung lauft dar- 
aufhinaus, daBdannauch 

DJ parallel D'J' 

sein muB. 


be, G‘ 

cc+b.j/T* 





A 

CL 


D 

1 


A‘ 
etc 


B' 

c 


Wir bezeichnen die Punkte, in denen B D und GD die 
Gerade AHtieffen, bzw. mit C und .Fund ferner die Punkte, 
in denen B'Z)' und G'D' die Gerade A'H' treffen, bzw. mit 
G und F'\ endlich ziehen wir noch die in der obensteben 
den Figur punktierte Hilfslinien FJ und F / J . 


So 


K.ap. V. Desarguesscher Satz 


In den Dreiecken ABC und A'B’ C' laufen die entspre- 
chendea Seiten parallel; mithin liegen nach dem Desargues¬ 
schen Satze die drei Punkte O y C, C' auf einer Geraden. Ebenso 
folgt dann aus der Betrachtung der Dreiecke CDF und 
C'D'Fy daB O y F y F' auf einer Geraden liegen, und die Be¬ 
trachtung der Dreiecke FGH und F G'H' lehrt, daB O y H y H' 
Punkte einer Geraden sind. Nun laufen in den Dreiecken 
FHJ und FFTJ' die Verbindungsgeraden entsprechender 
Ecken durch den namlichen Punkt O y und mithin sind zu- 
folge der zweiten Aussage des Desarguesschen Satzes die Ge¬ 
raden FJ und Ff einander parallel. Endlich zeigt dann die 
Betrachtung der Dreiecke DFJ und D’FJ ', daB die Ge¬ 
raden DJ und D'J' einander parallel sind, und damit ist der 
Beweis unserer Behauptung vollstandig erbracht. 

§ 27 - 

Die Gleichung der Geraden auf Grund der neuen 

Streckenrechnung. 

Wir haben in § 24 bis § 26 mittels der in § 24 ange- 
fiihrten Axiome und unter Voraussetzung der Giiltigkeit des 
Desarguesschen Satzes in der Ebene eine Streckenrechnung 
eingefiihrt, in welcher das kommutative Gesetz der Addition, 
die assoziativen Gesetze der Addition und Multiplikation, 
sowie die beiden distributiven Gesetze giiltig sind. Wir wollen 
in diesem Paragraphen zeigen, in welcher Weise auf Grund 
dieser Streckenrechnung eine analytische Darstellung der 
Punkte und Geraden in der Ebene moglich ist. 

Erklarung. Wir bezeichnen in der Ebene die beiden an- 
genommenen festen Geraden durch den Punkt O als die AT- 
und J^Achse und denken uns irgendeinen Punkt T’der Ebene 
durch die Strecken x y y bestimmt, die man auf der A'- bzw. 
J^-Achse erhalt, wenn man durch P zu diesen Achsen Par- 
allelen zieht. Diese Strecken .v, y heiBen KoorJinaten des 
Punktes P, Auf Grund der neuen Streckenrechnung und mit 



| 27. Gleichung der Geroden in der neuen Streckenrechnung 8 1 
Hilfe des Desarguesschen Satzes gelangen wir zu der fol- 

ge S d at D z T^oordinaten x,y a^einer^ebigen 

Gera Jen erfullen stets eine Streckengleichung von der Gestalt. 

in Jieser Gleiehung sUhL ^Stucken a, b »oiu,endig 

von Jen Koordinaten x.y; die Slrecken a, b s.nd memals be.de Anil, 

und c ist eine beliebige Strecks . 

Umgekehrt: jede Streckengleichung der 
stets eine Gerade in der zugrunde gelegten ebenen 

Beweis. Wir nehmen zunachst an, die Gerade / geheidurch 

0 und sei von den Achsen verschieden. Femer sei C •» be 

stiramter von O verschiedener Punkt auf / und Pemb 

liebiger Punkt auf /; C habe die Koordinaten OA OB undP 

habe die Koordinaten x.yl wir bezeichnen die Verb,ndungs- 
habe Qie rv gera de der Endpunkte von x,y 

1 mit g. Endlich ziehen wir durch 
den Endpunkt der Strecke 1 auf 
der A'-Achse eine Parallele h zu 



o J A JC 

AB‘, diese Parallele schneide auf der K-Achse die Strecke ;e 
ab. Aus der zweiten Aussage des Desarguesschen Satzes folgt 
leicht, daft die Gerade g stets parallel zu ^^laufh Da som 
auch g stets zu h parallel ist, so folgt fur die Koordinaten x,y 
des fceliebigen Punktes P auf / die Streckengleichung 

ex =_>'• 
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Nunmehr sei /' eine beliebige nicht zu den Achsen pa- 
rallele Gerade in unsercr Ebene; dieselbe schneide auf der 
AT-Achse die Strecke c= OO' ab. Wir ziehen ferner die Ge¬ 
rade / durch O parallel zu /'. Es sei P' ein beliebiger Punkt 
auf/'; die Parallele durch P' zurA r -Achsc treffe die Gerade / 
in P und schneide auf der J-Achse die Strecke y *= OB ab; 
ferner mdgen die Parallelen durch P und P zur E'-Achse 
auf der A r -Achse die Strecken x OA und x' =- OA' ab- 
schneiden. 

Wir wollen nun beweisen, daB die Streckengleichung 

a: + r 

besteht. Zu diesem Zwecke ziehen wir O’ C parallel zur Ein- 
heitsgeraden, ferner CD parallel zur A-Achse und AD par- 


Y 



sein muB. Wir konstruieren nochZ/' als Schnittpunkt der Ge- 
raden CD und A' 2 y und ziehen O'C’ parallel zur J-Achse. 

Da in den Dreiecken O CP und O'C P die Verbindungs- 
gcraden entsprechender Ecken parallel laufen, so folgt mittels 
der zweiten Ausaago des Desarguesschen Satzes, daB 

CP parallel C'P" 
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sein muB; auf gleiche Weise lehrt die Betrachtung der Drei- 
ecke A CP und A (, P > » daB 

A C parallel A'C 

ist. Da somit in den Dreiecken A CD und C'A'O' die ent- 
sprechenden Seiten einander parallel laufen, so treffen sich 
die Geraden A C\ CA\ D O' in einem Punkte, und die Be¬ 
trachtung der beiden Dreiecke C A' D' und AC O zeigt dann, 
daB A'D und CO' einander parallel sind. 

Aus den beiden bisher gefundenen Streckengleichungen 

ex y und x' = x + c 


folgt sofort die weitere Gleichung 

= y 4 " 

Bezeichnen wirschliefilichmit w dieStrecke, diezurStrecke 1 
addiert die Strecke o liefert, so folgt, wie man leicht beweist, 
aus der letzten Gleichung 


ex' ny 4- nec = O, 

und diese Gleichung ist von der Gestalt, wie der Satz 36 ^e- 
hauptet. 

Die zweite Aussage des Satzes 36 erkennen wir nun ohne 
Miihe als richtig; denn eine jede vorgelegte Streckengleichung 


a x 4* by 4“ c = o, 


wo b =4= o ist, laBt sich offenbar durch linksseitige Multipli- 
kation mit einer geeigneten Strecke in die vorhin gefundene 

Gestalt . . _ 

ex 4- ny 4- nec = o 


bringen. 

Es sei noch ausdrucklich bemerkt, daB bei unseren An 
nahmen eine Streckengleichung von der Gestalt 


xa 4 -yb 4 “ c °» 


in der die Strecken a> b rechtsseitig von den Koordinaten 
x,y stehen, im allgemeinen nicht eine Gerade darstellt. 
Wir werden in § 30 eine wichtige Anwendung von dem 

Satze 36 machen. 
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§ 28. 

Der Inbegriff der Strecken aufgefaBt als komplexes 

Zahlensystem. 

Wir sehen unraittelbar ein, daft fur unsere neue in § 24 be- 
grundete Streckenrechnung die Satze 1—6 in § 1 3 erfullt 
sind. 

Ferner haben wir in § 25 und § 26 mit Hilfe des Desar- 
guesschen Satzes erkannt, daB fiir diese Streckenrechnung die 
Rechnungsgesetze 7 —11 in § 13 giiltig sind; es bcstehen so- 
rait saintliche Satze der Verkniipfung, abgesehen vora kom- 
mutativen Gcsetze der Multiplikation. 

L<m endlich cine Anordnung der Strecken zu ermbglichen, 
tretTen wir folgendc Festsetzung: Es seicn A, B irgend zwei 
verschiedene Punkte der Geradcn O E\ dann bringen wir ge- 
miiB Axiom II 4 die vier Punkte O, A', A, B in eine Reihen- 
folge. 1 st dies auf eine der folgenden seeks Arten 

AB OE, A OB E, A O AY>\ OAB E, OAEB, OEAB 

moglich, so nennen wir die Strecke a = O A kUiner als die 
Strecke b = OB, in Zeichen: 

< b. 

Findet dagegen eine der sechs Reihcnfolgen 

BAOE,BOAE, BOEA, OBAE, OBEA , OEBA 

statt, so nennen wir die Strecke <7 = OA groBtr als die Strecke 
b = OB, in Zeichen: 

</ > b. 

Diese Festsetzung bleibt auch in Kraft, wenn A oder B mit 

O oder E zusammcufallcn. nur daB dann die zusammen- 

faUenden Punkte als einziger Punkt anzusehen sind und 

somit lediglich die Anordnung dreier Punkte in Frage 
komrat 

Wir erkennen leicht, daB nunmehr in unserer Strecken- 
rec nung auf Grund der Axiome II die Rechnungsgesetze 
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13—16 in § 13 erfullt sind; somit bildet die Gesamtheit aller 
verschiedenen Strecken ein komplexes Zahlensystem, fur wel¬ 
ches dieGesetze 1 — 11,1 3— 16 in § 1 3. d.h. die samtlichen 
Vorschriften auBer dem kommutativen Gesetze der 
Multiplikation und denSatzen von der Stetigkeit ge- 
wiB giiltig sind; wir bezeichnen ein solches Zahlensystem 
im Folgenden kurz als ein Besarguessches Zahlensystem . 


§ 29. 

Aufbau einer raumlichen Geometrie mit Hilfe ernes 

Desargnesschen Zahlensystems. 

Es sei nun irgendein Desarguessches Zahlensystem D vor- 
gelegt; dasselbe ermoglicht uns den Aufbau einer 
raumlichen Geometrie, in der die Axiome I, II, 
samtlich erfullt sind. 

Um dies einzusehen, denken wir uns das System von lrgen 
drei Zahlen (x,y, z) des Desarguesschen Zahlensystems B a s 
einen Punkt und das System von irgend vier Zahlen (u : v;w:r) 
in A von denen die ersten drei Zahlen nicht zugleich o sind 
als eine Ebene; doch sollen die Systeme (u . v . w . r) un 
(an : av : azv , ar), wo a irgendeine von o verschiedene ZaM 
in D bedeutet, die namliche Ebene darstellen. Das Bestehen 

der Gleichung 

u x -p vy wz r o 

moge ausdriicken, daB der Punkt (x, y, z) auf der 
(u:v:w:r) liegt. Die Gerade endlich definieren wrmitHdfe 
eines Systems zweier Ebenen (u : v :iv ir ) und (u .v ’ 

wenn es nicht moglich ist, zwei von o verschie ene 

^ 1 • . _~ 


a 


in B zu finden, so daB gleichzeitig 


a' u 


a ' ! u' y a'v'=a"v'\ a'w' 


a"w" 


wird. 


Ein Punkt (x,y, z) heiBt auf dieser Geraden 
[(«': v': w ': r”), (u" : v" : • r 
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gelegcn, wenn er den beiden Ebenen (u : v : w': r') und 
(u" : v" : ? v" : r") gemeinsaro ist. Zwei Gerade, welche diesel- 
ben Punkte enthalten, gelten ala nicht verschieden. 

Indem wir die Rechnungsgesetze i — n in § i 3 anwenden, 
die nach Voraussetzung fur die Zahlen in D gelten sollen,' 
gelangen wir ohne Schwierigkeit zu dem Resultate, daS in 
der soebcn aufgestellten raumlichen Geometrie die Axiome 
I und IV samtlich erfiillt sind. 

Damit auch den Axiomen II der Anordnung Genuge ge- 
schehe, treffen wir folgende FestsetzuDgen. Es seien 

(- v i» >\ * ~i) • (-*'* 1 r a)» (-vs » >'s» 3 S ) 

irgend drei Punkte einer Geraden 


[(//': v': w': r'), (u" : v" : w ": r")]; 

dann heiGe der Punkt c 3 ) zwischcn den beiden anderen 

gelegen, wenn wenigstens eine der sechs Paare von Unglei- 
chungen 

(1) 

w 

(3) 


A* 


- V 2 ^ - v s 


.V 


3 ’ 


>\ < J9 < J'j, 
3 1 < < -3. 


1 - r 2 

C 1 ^ ~2 > 


erfullt ist. Besteht nun etwa cine der beiden Doppelunglei- 

chungen (i), so schlieBen wir leicht, daB entweder^r =«• = ,. 

Oder notwendig eine der beiden Doppelungleichungen ( 2 ) und 
ebenso daB entweder = 3j oder eine der Doppel . 

unglcichungen (3) gelten mull. In der Tat, aus den Glei- 
chungen 

u x, -f- w ' Sg _j_ r ' ^ 

u * v * “f* v”yg -f -f- r"^ o, 

(**=* l > 2 > 3 ) 

leiten wir durch linksseitige Multiplikation derselben mit ge- 
e.gneten Zahlen aus Z>, die + o sind. und durch nachher^e 
Addition der entstehenden Gleichungen einGlei^hungssystem 
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von der Gestalt 

(4) u'*'xi+ *”yi + r'" — ° 

(* ■= >> 2 - 3 ) 

ab. Hierin ist der Koeffizient v'" sicber nicht o, da aonst die 
Gleichheit der drei Zahlen x x , x x , -v 3 folgen wurde. Aus 

< < 


schlieBen wir 


x i x z > ^3 

/// ^ „ < ~~~ .. -y- 

W ATj “ U X 3 


und mithin wegen (4) 


+ r"' J »">s + r 


und daher 




und da nicht o ist, so haben wir 

Si 5^3 ; 

in jeder dieserDoppelungleichungen solistetsentwederdurch- 

weg das obere oder durchweg das mittlere oder durchweg 


das untere Zeichen gelten. 

Die angesteliten Gberlegungen lassen erkennen, daB m 

unserer Geometrie die linearen Axiome II 1 3 A- nor 

nung zutreffen. Es bleibt noch zu zeigen ubrig, daB in unserer 
Geometrie auch das ebene Axiom II 4 B^ltig ist. 

Zu dem Zwecke sei eine Ebene (u : v : w : r) und in ihr 
eine Gerade \_{u : v : zv : r), {u' : v z w z r )] gegeben. ir 
setzen fest, daB alle in der Ebene (u : v : w : r) gelegenen 
Punkte (x,y, z ), fur die der Ausdruck u x -f . v’y + w'z + r 
kleiner oder groBer als o ausfallt, auf der einen bzw. auf der 
anderen Seite von jener Geraden gelegen sein sollen, und 
haben dann zu beweisen, daB diese Festsetzung sich mit der 
Vorigen in Gbereinstimmung behndet, was leicht geschehen 
kann. 

Damit haben wir erkannt, daB die samtlichen Axiome I, 
II, IV in derjenigen raumlicben Geometrie erfullt aind, die in 
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der oben geschildertenWeisc aus dem Desarguesschen Zahlen- 
system I) entspringt. Bedenken wir, dab dcr Desarguessche 
Satz eine Folge der Axiome I, II, IV ist, so sehen wir, daB 
die eben gefundene Tatsache die genaue Umkehrung des- 
jenigen Frgcbnisses darstellt. zu dein wir in § 28 gelangt sind. 


§ 30 . 

Die Bedeutung des Desarguesschen Satzes. 

Wenn in einer ebenen Geometric die Axiome I 1—3,11,1V 
erfullt sind und iiberdies der Desarguessche Satz gilt, so ist 
es nach § 24 bis § 28 in diescr Geometrie stets moglich, eine 

Streckenrechnung cinzuluhren, Air welche die Regeln 1_1 1, 

1 3 1 6 in § 13 anwendbar sind. W ir betrachten nun weiter 

den Inbegriff dieser £>trecken als ein komplexes Zahlensvstem 
und bauen aus denselben nach den Kntwickelungen in § 29 

eine raumliche Geometrie auf, in dcr samtliche Axiome I, II, IV 
giiltig sind. 


Fassen wir in diescr raumlichen Geometrie lediglich die 
I unkte o) und diejenigcn Geraden ins Auge, aufdenen 

nur solche Punkte liegen, so eutstcht eine ebene Geometrie, 
und wenn wir den in §27 abgeleiteten Satz 36 berucksich- 
tigen, so leuchtet ein, dab diese ebene Geometrie genau mit 
der zu Anfang vorgelegten ebenen Geometrie iibereinstimmen 
mub, d.Indie beiden Geomctrienbcsitzen dieselben, ingleiclier 
Weise verkniipften und angcordneten Flemcnte. Damit gewin- 
nen wir folgenden Satz, der als das F.ndziel der gesamten 
Kntwickelungen dieses Kapitcls anzusehen ist: 

l.s seien in einer ebenen Geometrie die Axiome I, 1_3, II, IV 

L • dami ist die (liiltigiuit des Desargu, ssehen Satzes die not- 

7 vendige und hinrciehende Jiedmgung da fid % da fj diese ebene Geometric 
sich aujfassen Idjit a/s ein 1 Vi/ einer rdum/ichen Geometric, in weicher 
die sdmtlichen Axiome I, II, IV o/niit sind, 

DerDesarguessche Satz kennzeichnet sichsogewissennaBen 

fiir die ebene Geometric als das Resultat der Elimination der 
raumlichen Axiome. 
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§ 3 °- Bedeutung des Desarguesschen Satzes 

Die gefundenen Resultate setzen uns auch in den Stand, 
zu erkennen, daftjede raumliche Geometrie, m der die Axiome 
I,II,IV samtlich erfiillt sind, sich stets als ein Teil einer „Geo- 
metrie von beliebig vielen Dimensioned auffassen laBt; dabei 
ist unter einer Geometrie von beliebig vielen Dimensionen 
eine Gesamtheit von Punkten, Geraden, Ebenen und noch 
•weiteren Elementen zu verstehen, fur welche die entsprechen 
erweiterten Axiome der Verkniipfung, die der Anordnung so- 
wie das P ar all el en axiom erfiillt sind. 



Kapitel VI. 


Der Pascalsche Satz. 

§ 3 x * 

Zwei Satze Uber die BeweisbarkeitdesPascalschenSatzes. 


Der Dcsargucssche Satz (Satz 34) laBt sich, wie bereits be- 

merkt wurcle, any den Axiomen I, II, IV, d. li. unter wesent- 

hcher Benutzung der raumlichen Axiotne, aber ohne Hinzu- 

ziehung der Kongruenzaxiome, beweisen; in § 23 habe ich 

gezeigt, daB derBewcis desselben ohne die raumlichen Axiome 

der Gruppel und ohne die Kongruenzaxiome III nicht moglich 

jst, selbst wonn die Benutzung der Stetigkeitsaxiome 
gestattet wird. 


In § 14 ist der Pascalsche Satz (Satz 22) und damit nach 

§ 22 auch dcr Desarguessche Satz aus den Axiomen I 1_3, 

** a * ao m ' t AusschluIS der raumlichen Axiome und unter 

wesentlicher Benutzung der Kongruenzaxiome abgeleitet wor- 

den. Es cntsteht die Frage, oh auch der Pascalsche Satz 

ohne llinzuziehung der Kongruenzaxiome bewiesen 

werden kann. Unsere Untersuchung wird zeigen, daB in 

dieser Hinsicht der Pascalsche Satz sich vollig anders als der 

Desarguessche Satz verhalt, indem bei dem Beweise des Pas- 

caUchen Satzes die Zulassung odor AusschlieBung des 

Archimedischen Axioms von entscheideudem Einflusse 

fur seine Gultigkeit ist. Die wesentlichen Ergebnisse unserer 

Untersuchung fassen wir in den folgenden zwei Siitzen zu- 
samraen: 

Satz 37. Der Pascalsche Sale (Satz 22) istbnvcisbarauf Gnmd 
der Axiome 1 , II, IV, V, d. h. unter Ausschlicfiung der Kongruenz- 
axiome m:t Zuhit/enahme des Archimedischen Axioms. 

Satz 38. l)er Pascalsche Satz (Satz 22) ist nicht beweisbar 
auf Grand der Axiome I, II, IV, J. h. unter Ausschliettung der 
kongruenzaxiome sowie des Arc/umedischen Axioms. 


§ 3 2 . Multiplikation im Archimedischen Zahlensystem 
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In der Fassung dieser beiden Satze konnen nach dem all- 
gemeinen Satze 36 die raumlichen Axiome 1 4—8 auch durch 
die Forderung der ebenen Geometrie ersetzt werden, dafi der 
Desarguessche Satz (Satz 34) gelten soil. 

§ 32 . 

Das kommutative Gesetz der Multiplikation im Archi¬ 
medischen Zahlensystem. 

Die Beweise der Satze 37 und 38 beruhen wesentlich auf 
gewissen gegenseitigen Beziehungen, welche fur die Rech- 
nungsregeln undGrundtatsachen der Arithmetik bestehen und 
derenKenntnis auch ansichvonlnteresseerscheint. Wirstellen 
die folgenden zwei Satze auf: 

Satz 39. Fur ein Archimedischcs Zahlensystem 1 st das kommu* 
tative Gesetz der Multiplikation eme notvuendige Folge der iibrigen 
Rechnungsgesetze; d. h. wenn ein Zahlensystem die in § 13 aufge- 
zahlten Eigenschaften I — II, 13—17 besitzt, so folgt notwendig y 
das dasselbe auch der Formel 1 2 geniigt. 

Beweis. Zunachst bemerken wir: wenn a eine beliebige 
Zahl des Zahlensystems und 

n = I I -j- * * • “f - I 

eine positive ganze rationale Zahl ist, so gilt fur a und n stets 
das kommutative Gesetz der Multiplikation; es ist namlich 

an = a (i -f 1 -f- . . . 4. 1) = a • I + a • I -f* • - • + a • 1 

— a a -f- • • • + a 

uijd ebenso 

n & = (i 1 -+-•••+ i)a 1 - fl-f 1 • a -f- * •• • 1 ■ a 

— a -f- a 4“ • • * a. 

Es seien nun imGegensatz zu unsererBehauptung a t b solche 
zwei Zahlen des Zahlensystems, fur welche das kommutative 
Gesetz der Multiplikation nicht gultig ist. Wir diirfen dann, 
wie leicht ersichtlich, die Annahmen 

a > o, ^ > o ab — ba> o 

Hilbert: Grundlagcn der Geometric. 6. Aufl. 
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bzw. 


machen. Wegen der Forderung 5 in § 13 gibt es eine Zahl 
c(> o), 30 daB 

(a f i f i) r — ad — Da 

ist. Endlich wahlen wir eine Zahl d> die zugleich den Un- 
gleicbungen ,, >0> d< ^ d<( 

geniigt, und bezeichnen mit m und n zwei solche ganze ratio¬ 
nale Zahlen > o, fur die 

md < a < (m -\- 1 )d 

nd < b <[ (/i l)</ 

wird. Das Vorhandensein solcher Zahlen m % n ist eine un- 
mittelbare Folgerung des Archimedischen Satzes (Satz 1 7 in 
§ 13). Mit Riicksicht auf die Bemerkung zu Anfang dieses 
Beweises erhalten wir aus den letzteren Ungleichungen durch 
Multiplikation 

ab mnd 1 -f- (m -f- n -f- I )d* t 

ba > mnrf 1 , 

also durch Subtraktion 

ab — ba (m -f- « 4- 1)^*- 

md < a, nd<b , 

(w —// —If 

ai — ia < (<7 + * + i)rf 

r 

< (<2 + £ 4- 1) r. 

Diese Ungleichung widerspricht der Bestimmung der Zahl c , 
und damit ist der Beweis fur den Satz 39 erbracht 


Nun ist 
und folglich 
d. h. 

oder wegen d 


§ 33 - 

Das kommutative Gesetz der Multiplikation im Nicht- 

Archimedischen Zahlensystem. 

Satz 40. J'ur fin Nicht-Archimedisches Zahlensystem ist das 
kommutative Gesetz der Multiplikation nicht eine nohvendige P'olge 



§ 33- Multiplikation im Nicht-Archimedischen Zahlensystem 


der iibrigcn Rechnungsgesetze; d. h. es gibt ein Zahlensystem, das 
die in § 13 aufgezahlten JSigenschafien 1— 1 I, I 3—16 besitzt — 
ein Desarguessches Zahlensystem nach § 28 —, in welchem nicht 
das kommutativc Gesetz (12) der Multiplikation besteht. 

Beweis. Es sei / ein Parameter und T irgendein Ausdruck 
mit einer endlichen oder unendlichen Gliederzahl von der 
Gestalt 

T = r Q t n + + r 2 /"+ 9 4- r 3 / w + s 4* • • •; 


darin mogen r Q (4= °)» r i» r a» * • • beliebige rationale Zahlen 

bedeuten und n sei eine beliebige ganze rationale Zahl ^ o. 

Femer sei s ein anderer Parameter und irgendein Ausdruck 
mit einer endlichen oder unendlichen Gliederzahl von der 
Gestalt 


S «= p«r 0 4- ^ + 17; 4- 4- * • •; 


darin mogen T 0 (=H o), T v T % , ... beliebige Ausdriicke von 
der Gestalt T bezeichnen, und m sei wiederum eine beliebige 

ganze rationale Zahl ^ o. Die Gesamtheit aller Ausdriicke 

von der Gestalt .S' sehen wir als ein komplexes Zahlensystem 
SI (j, /) an, in dem wir folgende Rechnungsregeln festsetzen: 
Man rechne mit s und /, wie mit Parametern nach den Re- 
geln 7—11 in § 13, wahrend man an Stelle der Regel 12 
stets die Formel 

(1) ts = 2st 

anwende. 

Sind nun S' y S" irgend zwei Ausdriicke von der Gestalt S: 

S' s m 'T 0 ' 4- T t ' 4- s m '^~ a T t ' 4 - • • 

*S"' — s m " T” 4 - 4- s"'"+ST 2 " 4- • • •, 


so kann man offenbar durch Zusammenfiigung einen 
neuen Ausdruck S' 4 " S" bilden, der wiederum von der 
Gestalt und zugleich eindeutig bestimmt ist; dieser Aus¬ 
druck S' 4 * •$" heiBt die Summe der durch S', S" dargestellten 

Zahlen. 
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Durch gliedweise Multiplikation der beiden Ausdnicke 
S\ S" gelangen wir zunachst zu einem Ausdruck von der 
Gestalt 


S'S"=s’*'T 0 's'”"r o "-\- (s m ’ "+ 1 ^'d- 1 7 7 1 V”''7V') 

+ {s’ n ’ r 0 's ”‘"+ 3 T"-\- s -'+ 1 T x ’s "+ 1 T x , -\-s m '+ 8 7 ; V " T 0 ") 



Dieser Ausdruck wird bei Benutzung der Formel (i) offenbar 
ein eindeutig bestimmter Ausdruck von der Gestalt 6*; der 
letztere heiBe das Produkt der durch S' dargestellten Zahl 
in die durch *S" dargestellte Zahl. 

Bei der so festgesetzten Rechnungsweise leuchtet die Gul- 
tigkeit der Rechnungsregeln i—5 in § 13 unraittelbar ein. 
Auch die Giiltigkeit der Vorschrift 6 in § 1 3 ist nicht schwer 
einzusehen. Zu dem Zwecke nehmen wir an, es seien etwa 


S' = s m ‘ 


und 




O'// 


••• r? /// 


0 + s m -i- S m +* 7V" - 

gegebene Ausdnicke von der Gestalt .S’, und bedenken, daB 
unseren Festsetzungen entsprechend der erste Koeffizient r 0 ' 
aus 7 ' 0 ' von o verschieden sein muB. Indem wir nun die niun- 
lichen Fotenzen von s auf beiden Seiten einer Gleichung 

(2) S'S" =. S'" 


vergleichen, finden wir in eindeutig bestimmter Weise zu¬ 
nachst cine ganze Zahl rn" als Fxponenten und sodann der 
Reihe nach gewisse Ausdnicke 



T", 




derart, daB der Ausdruck 


>// 


m 


n 


TV + * 


tn 




+1 'r " 

u 1 




bei Benutzung der Formel (1) der Gleichung (2) geniigt; hier* 
mit ist der gewiinschte Nachweis erbracht. 

Um endlich die Anordnung der Zahlen unseres Zahlen* 
systems SI (s, /) zu ermdglichen, treffen wir folgende Fest- 
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setzungen: Eine Zahl des Systems heiBe <oder >o, je nach- 
dem in dem Ausdrucke 6 ; der sie darstellt, der erste Koeffi- 
zient r von T 0 < oder > o ausfallt. Sind irgend zwei Zahlen 
a und% des komplexen Zahlensystems vorgelegt, so heiBe 
a < b bzw. a> b, je nachdem a — b < o oder > o wird. Es 
leuchtet unmittelbar ein, daB bei diesen Festsetzungen die 
Regeln 13—16 in § 1 3 ghltig sind, d. h. Sl(s 9 1 ) ist ein Desar- 

guessches Zahlensystem (vgl. § 28). 

Die Vorschrift 1 2 in § 1 3 ist, wie Gleichung (1) zeigt, fur 
unser komplexes Zahlensystem SI (s, t) nicht erfiillt, und da- 
mit ist die Richtigkeit des Satzes 40 vollstandig erkannt. • 

In Ubereinstimmung mit Satz 39 gilt der Archimedische 
Satz (Satz 17 in §13) fur das soeben aufgestellte Zahlen¬ 
system Sl(s, t) nicht. 

Es werde noch hervorgehoben, daB das Zahlensystem Si[s y t) 
— ebenso wie die in § 9 und § 1 2 benutzten Zahlensysteme 
SI und Sl(t) — nur eine abzahlbare Menge von Zahlen enthalt. 

§ 34 - 

Beweis der beiden Satze liber den Pascalschen Satz. 

(Nicht-Pascalsche Geometrie.) 

Wenn in einer raumlichen Geometrie die samtlichen 
Axiome I, U, IV erfullt sind, so gilt auch der Desarguessche 
Satz (Satz 34), und mithin ist nach Kapitel V § 24 bis § 26 
in dieser Geometrie die Einfuhrung einer Streckenrechnung 
moglich, fur welche die Vorschriften 1 — 1 1, 13 I ^ > § 1 3 

giiltig sind. Setzen wir nun das Archimedische Axiom V in 
unserer Geometrie voraus, so gilt offenbar fur die Strecken¬ 
rechnung der Archimedische Satz (Satz 17 in §13) un d mithin 
nach Satz 39 auch das kommutative Gesetz der Multiplikation. 
Da aber die hier in Rede stehende, in § 24 (Fig. S. 73) ein- 
gefiihrte Definition des Streckenproduktes mit der in § 1 5 
(Fig. S. 44) angewandten Definition ubereinstimmt, so bedeutet 
gemaB der in § 15 ausgefiihrten Konstruktion das kommu¬ 
tative Gesetz der Multiplikation zweier Strecken auch hier 
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aichts anderes ala den Pascalschen Satz. Damit ist die Richtig- 
keit des Satzes 37 erkannt. 

Um den Satz 38 zu beweisen, fassen wir das in § 33 auf- 

gestellteDesarguessche Zahlensystem^i (j,/) ins Auge und kon- 

struieren mit Hilfe desselben auf die in §29 beschriebene Art 
eine raumliche Geometrie, in derdiesanitlicben Axiomel,II,IV 
erfuilt sind. Trotzdem gilt der Pascalsche Satz in dieser Geo¬ 
metric nicht, da das kommutative Gesetz der Multiplikation 
in dem Desaiguesschen Zahlensystem /) nicht besteht. 

Die so aufgebaute ,,JY 7 V h /- Jfascalsche k ' (i eomeine ist, in Gber- 
einatimmung mit dem vorhin bewiesenen Satz 37, notwendig 
zugleich auch eine %% Nicht»Archwiedische %t Geometric* 

Es ist otTenbar, daB der Pascalsche Satz sich bei unseren 
Anuahmen auch dann nicht beweisen liiBt, wenn man die 
raumliche Geometric als eincn Teil einer Geometrie von 
beliebjg vieleu Dimensionen auffaBt, in welcher neben den 
Punkten, Geraden und Ebeneu noch weitere Elemente vor- 
handen sind und fur diese ein entsprechcndes System von 
Axiomen der Verknupfung und Anordnung, sowie das Pa- 
rallelenaxiom zugrunde gelegt ist. 

§ 35 * 

Beweis eines beliebigen Schnittpunktsatzes mittels des 
Desarguesschen und des Pascalschen Satzes. 

Ein jeder cbeuer Schnittpnnktsatz hat notwendig diese 
Form: Man wiihle zuuiichst ein System von Punkten und Ge- 
raden willkiirlich, bzw. mit der Bedingung, daB fur gewisse 
von diesen Punkten und Geradeu die vereinigte Lage vor- 
geschrieben ist; wenu man danu in vorgeschriebener Weise 
Verbindungsgerade und Schnittpunkte konstruiert, so gelangt 
man schlieBlich zu eiuera bestimmten System von Geraden, 
von denen der Satz aussagt, daB sie durch den namlichen 
Punkt hindurchlaufen. 

Es sei nun eine ebene Geometrie vorgelegt, in der samtliche 
Axiome I 1 —3, II —V giiltig sind; nachKap.III §17 kbnnen 
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§ 3 5- Beweis ernes beliebigen Schaittpuaktsatzes 

wir dann vermittels eines rechtwinkligen Achsenkreuzes jedem 
Punkte ein Zahlenpaar {x,y) und jeder Geraden ein Ver- 
haltnis von drei Zahlen (uzvzzu) entsprechen lassen; hierbei 
sind x,y und u , v , w jedenfalls re ell e Zahlen, von denen u y v 
nicht beide verschwinden, und die Bedingung fur die ver- 
einigte L.age von Punkt und Geraden 

ux -f- v y ^ ° 

bedeutet eine Gleichung im gewohnlichen Sinne. 

Andererseits durjfen wir, falls jrj/,«,w,winsbesondereZahlen 
des in § g konstruierten algebraischen Bereiches SI sind und 
Ut v nicht beide verschwinden, annehmen, dab umgekehrt das 
Zahlenpaar (x,y) und das Zahlentripel (u, 7 j, w) einen Punkt 
bzw. eine Gerade in der vorgelegten Geometrie liefert. 

Fiihren wir fur alle Punkte und Geraden, die in einem be- 
liebigen ebeuen Schnittpunktsatze auftreten, die betreffenden 
Zahlenpaare und Zahlentripel ein, so wird dieser Schnittpunkt- 
satz aussagen, daB ein bestimmter, von gewissen Parametem 
p v ..., p r rational abhangiger Ausdruck A (p v ... , p>) mit 
reellen KoetTizienten stets verschwinden sobald wir fur jene 
Parameter insbesondere irgendwelcbe Zahlen des tn § Q be- 
irachteten Bereiches SI einsetzen. Wir sehlieBen hieraua, daB 

der Ausdruck A(p x . p r ) auch identisch auf Grund der 

Rechnungsgesetze 7 — 12 in § 13 verschwinden muB. 

Da in der vorgelegten Geometrie nach § .2 2 der Desar- 
guessche Satz gilt, so kdnnen wir gewiB auch die in § -^4 e > n “ 
gefuhrte Streckenrechnung benutzen, und wegen der Gul- 
tigkeit des Pascal3chen Satzes triftt fur diese Streckenrech¬ 
nung auch das kommutative Gesetz der Multiplikation zu, so 
daB in dieser Streckenrechnung 3amtliche Rechnungsgesetze 
7—12 in § 13 gultig sind. 

Indem wir die Achsen des bisher benutzten Achsenkreuzes 
auch als Achsen dieser neuen Streckenrechnung gewahlt und 
die Einheitspunkte E und E' geeignet festgesetzt denken, er- 
kennen wir die Obereinstimmung der neuen Streckenrech¬ 
nung mit der fruheren Koordinatenrechnung. 
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Um in der neuen Streckenrechnung das identische Ver- 
schwinden des Ausdruckes A (p v ..., p r ) nachzuweisen, ge- 
niigt die Anwendung des Desarguesschen und Pascalschen 
Satzes, nnd damit erkennen wir, daB jeder in der vorge* 
legten Geometrie geltende Schnittpunktsatz durch 
Konstruktion geeigneter Hilfspunkte nnd Hilfsge- 
raden sich stets als eine Kombination des Desar¬ 
guesschen und Pascalschen Satzes he rausstellen 
mu ft. Zum Nachweise der Richtigkeit des Schnittpunktsatzes 
brauchen wir also nicht auf die Kongruenzsatze zuriickzu- 
greifen. 1 ) 

I) G. Hessenberg (,,Begrundungderclliptischen Geometric", Math. 
Ann. Pd. 61) hot erkannt, dafl man den Desarguesschen Satz aus dem 
Pascalschen aucb ohne BenutzuDg dcr Kongrucnz- undStetigkeitsaxiome 
herlcitcn kann. Mit Hilfe dieses Resultatcs folgt dann aus dem im 
Text Bcwiesenen, wic G. Hessenberg (a. a. O. S. 162) angibt, der 
bemerkenswerte Satz, daB jeder Schnittpunktsatz sich allein rait Hilfe 
des Pascalschen Satzes ohne Hcranziehung der Kongrucnz- undStetig¬ 
keitsaxiome beweisen laftt. 



K.apitel VII. 

Die geometrischen Konstruktionen auf Grund 

der Axiome 1—IV. 

§ 36. 

Die geometrischen Konstruktionen mittels Lineals und 

EichmaBes. 

Es sei eine raumliche Geometrie vorgelegt, in der die samt- 
lichen Axiome I—IV gelten; wir fassen der Einfachheit wegen 
in diesem Kapitel nur eine ebene Geometrie ins Auge, die 
in dieser raumlichen Geometrie enthalten ist, und untersuchen 
dann die Frage, welche elementaren Konstruktionsaufgaben 
(geeignete praktischeHilfsmittel vorausgesetzQineinersolchen 

Geometrie notwendig ausfGhrbar sincL 

Auf Grund der Axiome I ist die Ausfiihrung der folgenden 

Aufgabe stets moglich: 

Aufgabe i. Zwei Punkte durch eine Gerade zuverbinden 
und den Schnittpunkt zweier Geraden zu finden, falls die Ge- 
raden nicht parallel sind. 

Auf Grund der Axiome der Gruppe U werden kerne neuen 
Aufgaben losbar. 

Auf Grund der Kongruenzaxiome III ist das Abtragen von 
Strecken und Winkeln mogUch, d.h. es lassen sich in dervor- 
gelegten Geometrie folgende Aufgaben losen: 

Aufgabe 2. Eine gegebene Strecke auf einer gegebenen 

Geraden von einem Punkt aus abzutragen. 

Aufgabe 3. Einen gegebenen Winkel an eine gegebene 

Gerade anzutragen Oder eine Gerade zu konstruieren, die eine 
gegebene Gerade unter einem gegebenen Winkel schneidet. 
Das Axiom IV ennoglicht die Ausfiihrung der folgenden 

Aufgabe: 
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Aufgabe 4. Durch einen gegebenen Punkt zu einer Ge- 
raden eine Parallele zu ziehen. 

Wir sehen somit, dab unter Zugrundelegung der Axiome 
I—IV alle und nur diejenigen Konstruktionsaufgaben losbar 
sind, die sich auf die ebengenannten Aufgaben 1 —4 zuriick- 
fiihren lassen. 

Wir fiigen <ien fundamentalen Aufgaben 1 —4 noch die 
folgende hin/.u: 

Aufgabe 5. Zu einer gegebenen Geraden eine Senkrechte 
zu ziehen. 

Wir erkennen unmittelbar, dab diese Aufgabe 5 auf ver- 
schiedeue Arten durch die Aufgaben 1—4 gelbst werdenkann. * 

Zur Ausfiihrung der Aufgabe 1 bediirfen wir des Lineals. 
Um die Aufgaben 2 — 5 auszufuhren, geniigt es, v.ie im Fol- 
genden gezeigt wird, neben dem Lineal das EichmaB an* 
zuwenden, ein Instrument, welches das Abtragen einer ein- 
zigen 1 ) bestimmten Strecke, etwa der Einheitsstrecke er- 
moglicht. Wir gelangen damit zu folgendem Resultat: 

Satz 41. Diejenigen geom^trise hen Konstruktionsaufgaben, die 
unter Zugrundelegung der Axiome I—IV losbar sind , lassen sich 
notivendig mittels I.ineals und JdichmajSes ausfiihren. 

Beweis. Um die Aufgabe 4 auszufuhren, 
verbinden wir den gegebenen Punkt P mit 
ifgcndeinem Punkte A der gegebenen Ge¬ 
raden a und tragen von A aus auf a zwei- 
inal hintereinander mittels des Eichmabes 
die Einheitsstrecke ab, etwa bis P und C. 

Es sei nun /) irgeudein 
Punkt auf A P, ferner A'der 
Treffpunkt von CPundBD 

und endlich P der Treffpunkt von AK und CD: dann ist 
nach Steiner PP die gesuchte Parallele zu a. 

1) Dafl hicr die Fordcrung des Abtrngcns fur eine einzige Sirecke 
genugt, 1st von J. Kurschak bemerkt worden; vgl. dcssen Note „Das 
Strcckenabtragen‘* Math. Ann. lid. 55. 1902. 
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§ 36 . Konstruktionen mittelst Lineals und EichmaBes 

Die Aufgabe 5 losen wir auf folgende Weise: Es sei A ein 
beliebiger Punkt der gegebenen Geraden; dann tragen wir 
von A aus anf dieser Geraden nach beiden Seiten bin mittels 
des EichmaBes die Einheitsstrecken AB 
und AC ab und bestimmen dann auf zwei 
beliebigen anderen durch A gehenden Ge¬ 
raden die Punkte E und D , so daB auch 
die Strecken AD und AB 
gleich der Einheitsstrecke 
werden. Die Geraden BD und 
CE rnogeu sich in /% die Ge¬ 
raden BE und CD in H 
schneiden: dann ist FH die 
gesuchte Senkrechte. 

In der Tat: die Winkel 

BDCund^ZBEC 

sind als Winkel im Halbkreise iiber B C Rechte, und daher 
steht nach dem Satze vom Hohenschnittpunkt eines Dreiecks, 
den wir auf das Dreieck BCE anwenden, auch FH auf 
B C senkrecht. 

Wir konnen nunmehr ieicht auch die Aufgabe 3 allem 
mittels Lineals und EichmaBes losen; wir schlagen etwa fol- 
gendes Verfahren ein, welches nur 
das Ziehen von Parallelen und das 
Fallen von Loten erfordert: Es sei 
der abzutragende Winkel und A der 
Scheitel dieses Winkels. Wir ziehen 
die Gerade l (A C) durch A parallel zu 
der gegebenen Geraden, an 
welche der gegebene Winkel 
p angetragen werden soil. ^ 

Von einem beliebigen Punk¬ 
te B eines Schenkels von j 3 fallen wir Lote auf den anderen 
Schenkel des Winkels p und auf /. Die FuBpunkte dieser 
Lote seien D und C. Das Fallen von Loten geschieht vennoge 
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der Aufgaben 2 uad5- Sodann fallen wir von^ eine Senkrechte 
auf CD , ihr FuBpunkt sei E. Nach dem in § 14 S. 38 ausge- 
fiihrten Beweise ist <£: CA E= ; die Aufgabe 3 ist somit gelost 

Um endlich die Aufgabe 2 
auszufiihren, benutzen wir die 
einfache, von J. K ii r s c h &k an- 
gegebene Konstruktion: es 
sei A B, die abzutragende 
Strecke und P der gegebene 
Punkt auf der gegebenen Ge- 
raden /. Man ziehe durch P 



die Parallele zu AB und trage auf derselben mittels des Eich- 
mafies von P aus die Einheitsstrecke ab etwa bis C; ferner 
trage man auf / von P aus die Einheitsstrecke bis D ab. 
Die zu AP durch B gezogene Parallele treflfe PC in Q und 
die durch Q zu CD gezogene Parallele treffe / in E: dann ist 
PE — A B. 


Damit ist gezeigt, daft die Aufgaben 1—5 samtlich durch 
Lineal und EichmaB losbar sind, und folglich der Satz 41 
vollstandig bewiesen. 

§ 37 - 

Analytische Darstellung der Koordinaten 

konstruierbarer Punkte. 

AuBer den in § 36 behandelten elementargeometrischen 
Aufgaben gibt es noch eine groBe Reihe weiterer Aufgaben, 
zu deren Losung man lediglich das Ziehen von Geraden und 
das Abtragen von Strecken notig hat. Um den Bereich aller 
auf diese Weise losbaren Aufgaben viberblicken zu konnen, 
legen wir bei der weiteren Betrachtung ein rechtwinkliges 
Koordinatensystem zugrunde und denken uns die Koordi¬ 
naten der Punkte in der ublichen Weise als rcelle Zahlen 
Oder Funktionen von gewissen willkurlichen Parameters Um 
die Frage nach der Gesamtheit aller konstruierbaren Punkte 
zu beantworten, stellen wir folgende Uberlegung an: 

Es sei ein System von bestimmten Punktcn gegeben; wir 
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setzen aus den Koordinaten dieser Punkte einen Bereich R 
zusammen; derselbe enthalt gewisse reelle Zahlen und ge- 
wisse willkurliche Parameter p. Nunmehr denken wir una die 
Gesamtheit aller derjenigen Punkte, die durch Ziehen von 
Geraden und Abtragen von Strecken aus dem vorgelegten 
System von Punkten konstruierbar sind. Der Bereich, der von 
den Koordinaten dieser Punkte gebildet wird, heiBe £l(R); 
derselbe enthalt gewisse reelle Zahlen und Funktionen der 

willkurlichen Parameter p. 

Unsere Betrachtungen in § 1 7 zeigen, daB das Ziehen von 
Geraden und Parallelen analytisch auf die Anwendung der 
Addition, Multiplikation, Subtraktion, Division von Strecken 
hinauslauft; femer lehrt diebekannte, in§9 aufgestellteFormel 
fur die Drehung, daB das Abtragen von Strecken auf einer 
beliebigen Geraden keine andere analytische Operation er- 
fordert, als die Quadratwurzel zu ziehen aus einer Summe 
von zwei Quadraten, deren Basen man bereits konstruiert hat. 
Umgekehrt kann man zufolge des Pythagoraischen Lehrsatzes 
vermoge eines rechtwinkligen Dreiecks die Quadratwurzel 
aus der Summe zweier Streckenquadrate durch Abtragen von 
Strecken stets konstruieren. 

Aus diesen Betrachtungen geht hervor, daB der Bereich 
Sl(R) alle diejenigen und nur solche reelle Zahlen und Funk¬ 
tionen der Parameter p enthalt, die aus den Zahlen und Para- 
metem in R vermoge einer endlichen Arzahl von Anwendungen 
von funf Rechnungsoperationen hervorgehen; namlich der vier 
elementaren Rechnungsoperationen und einer funften Ope¬ 
ration, als die man das Ziehen der Quadratwurzel aus einer 
Summe zweier Quadrate betrachtet. Wir sprechen dieses Re- 

sultat wie folgt aus: 

Satz 42. Eine geometrische Konstruktionsaufgabe ist dann 
und nur dann durch Ziehen von Geraden und Abtragen von 
Strecken, d. h. mittels Lineals und EichmaBes losbar, wenn 
bei der analytischen Behandlung der Aufgabe die Koordi¬ 
naten der gesuchten Punkte solche Funktionen der Koord.- 
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naten der gegebenen Punkte sind, deren Herstellung nur ratio¬ 
nale Operationen und die Operation des Ziehens derQuadrat- 
wurzel aus der Summe zweier Quadrate und diese funf Ope¬ 
rationen in endlicher Anzalil erfordert. 

Wir konnen aus diesera Satze sofort erkennen, daB nicht 
jede mittels Zirkels losbare Aufgabe auch allein mittels Lineals 
und EichmaBes gelost werdeu kann. Zu dem Zwecke legen 
wir diejenige Geometric zugrunde, die in § o mit Hilfe des 
algebraischen Zahlenbereichcs SI aufgebaut worden ist; in 
dieser Geometrie gibt es lediglich nur solche Strecken, die 
mittels Lineals und EichmaBes konstruierbar sind, namlich die 
durch Zahlen des Bereiches bestimmten Strecken. 

1 st nun co irgendeine Zahl in SI, so erkennen wir aus der 
Definition des Bereiches SI leicht, daB auch jede zu co kon- 
jugierte algebraische Zahl in SI liegen muB, und da die Zahlen 
des Bereiches SI offenbar xiimtlich reell sind, so folgt hieraus, 
daB der Bereich SI nur solche reelle algebraische Zahlen ent- 
halten kann, deren Konjugierle ebcnfalls reell sind. 

Wir stellen jetzt die Aufgabe, ein rechtwinkliges Dreieck 
mi der Hypotenuse i und einer Kathete ; y~2 j — i zu kon- 

struieren. Nun koramt die algebraische Zahl Vz j j /*\ _2, 

die d n Zahlenwert der andercn Kathete ausdriickt, im 
Zahlenbereich SI nicht vor, da die zu ihr konjugierte Zahl 

V— 2,)/2 — 2 imaginar ausfallt. Die gestellte Aufgabe ist 

mithin in der zugrunde gelegteu Geometrie nicht losbar und 

kann daher iiberhaupt nicht mittels Lineals und EichmaBes 

losbar sein, obwohl die Konstruktion mittels des Zirkels sofort 
ausfiihrbar ist. 


§ 38 . 

Die Darstellung algebraischer Zahlen und ganzer 
rationaler Funktionen als Summe von Quadraten. 

Die hrage nach der Ausfuhrbarkeit geometrischer Kon- 
struktionen mittels Lineals und EichmaBes erfordert zu ihrer 
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weiteren Behandlung einige Satze zahlentheoretischen und 
algebraischen Charakters, die, wie mir scheint, auch an sich 
von Interesse sind. 

Nach Fermat ist bekanntlich jede ganze rationale positive 
Zahl als Summe von vier Quadratzahlen darstellbar. Dieser 
Fermatsche Satz gestattet eine merkwurdige Verallgemeine- 
rung von folgender Art: 

Erklarung. Es sei k ein beliebiger Zahlkorper; der Grad 
dieses Korpers k heiBe m t und die m — \ zu k konjugierten 
Zahlkorper mogen mit k\ k", ..., bezeichnet werden. 

Trifft es sich, daB unter den m Korpem k\ ..., & m — V einer 
oder mehrere aus lauter reellen Zahlen gebildet sind, so nennen 
wir diese Korper selbst reel!; es seien diese Korper etwa 
k , k' y ...» Eine Zahl a des Korpers k heiBe in diesem 

Falle total positiv in k , falls die j zu « konjugierten bzw. in 

gelegenen Zahlen samtlich positiv sind. Kommen 
dagegen in jedem der m Korper £»£,.••» kk nt ~^ auch ima- 
ginare Zahlen vor, so heiBe eine jede Zahl a in k stets total 

positiv, 

S atz 43. Jede total positive Zahl in k lajlt sich als Summe von vier 
Quadraten darstellen, deren Basen ganze oder gebrochene Zahlen 
des Korpers k sind. 

Der Beweis dieses Satzes bietet erhebliche Schwierigkeiten 
dar; er beruht wesentlich auf der Theorie der relativquadra- 
tischen Zahlkorper, die ich in mehreren Arbeiten 1 ) entwickelt 
habe. Es sei hier nur auf denjenigen Satz dieser Theorie hin- 
gewiesen, der die Bedingungen fur die Losbarkeit einer ter- 
naren Diophantischen Gleichung von der Gestalt 

+ Pv 2 + y £ 2 - ° 

angibt, worin die Koeffizienten a, ft, y gegebene Zahlen in k 
und |, 7] y £ gesuchte Zahlen in k bedeuten. Der Beweis des 

1) ,/Qber die Theorie der relativquadratischen Zahlkorper**, Jahres- 
bericht d. Deutschen Math.-Vereinigung Bd. 6, 1899 und Math. Ann. 
Bd. 515 femer: ,/CTber die Theorie der relativ-Abelschen Zahlkorper**, 
Nachr. d. K. Ges. d. Wiss. zu Gottingen 1898 und Acta mathematicaBd. 26. 
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Satzes 43 wird durch wiederholte Anwendung des eben ge- 
nannten Satzes erbracht. 

Aus dem Satze 43 folgt eine Reihe von Satzen uber die Dar- 
steliung solcher rationaler Funktionen einer Veranderlichen 
mit rationalen Koeffizienten, die niemalsnegative Wertehaben. 

Erwahnt sei noch folgender Satz, der uns im nachsten Para- 
graphen von Nutzen sein wird. 

Satz 44. Es bedeute f{x) eine solche ganze rationale Funk- 
tion von x mit rationalen Zahlenkoeffizienten, die niemals 
negative Werte annimmt, wenn man fur x beliebige reelle 
Werte einsetzt: dann liiBt sich /{,x) stets als Summe von Qua- 
draten darstellen, so dafi die samtlichen Basen dieser Qua¬ 
drate ganze rationale P unktionen von x mit rationalen K.oeffi- 
zienten sind. 1 ) 

Es diirfte sehr schwierig sein, die entsprechenden Tat- 
sachen fur ganze rationale Funktionen von zwei oder mehr 
Veranderlichen aufzustellen und zu beweisen, doch sei liier 
darauf hingewiesen, dafi die Darstellbarkeit einer beliebigen 
definiten ganzen rationalen Funktion zweier Veranderlichen 
alsQuotient vonQuadratsummen ganzerFunktionen auf einem 
vollig anderen Wege von mir bewiesen worden ist — unter 

1) Dcr Bcweis fiir die Darstellbarkeit von f(x) als Quotient zweier 
Quadratsummen ist von mir auf Grund des Satzes 43 in der ersten 
Auflagc ausgcfiihrt worden. Inzwischen ist es E. Landau gelungcn, 
den Bewcis fiir die Darstellbarkeit von /(x) direkt als Quadrat-summe, 
wie oben behauptet, zu erbringen, und' zwar lediglich mit Bcnutsung 
sehr einfacher und clementarer Hilfsmittcl. Moth. Ann. Bd. 57 (1903). 
Vgl. cndlich die Arbcitcn von Fleck, ,,Zur Darstellung definiter biuarcr 
Formen als Sumraen von Quadraten ganzer rationalzahbgcr Formen“, 
Arch. d. Math. u. Phys. R. in Bd. 10 (1906) und E. Landau, „Ober 
die Zerlcgung dcf.nitcr Funktionen in Quadratc“. Arch. d. Math. u.Phys. 
R. Ill Bd. 7 (1904) und ,,£rber die Darstellung definiter Funktionen 
durch Quadrate 41 , Math. Ann. Bd. 62 (1906% in denen die Frage nach 
der klcinsten Anzahl der Quadrate, die zur Darstellung von /(a-) als 
Summe notwendig ist, behandclt \Nnrd; insbesondcrc in der Ietzteren 
Arbeit zeigt E. Landau, dafl zu jener Darstellung jcdenfalls acht 
Quadrate geniigen, welches auch der Grad vou /(.v) sein mogc. 
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der Voraussetzung, daB fur die darstellendenFunktionen nicht 
bloft rationale, sondem beliebige reelle Koeffizienten zulassig 

sind. 1 ) 

§ 39* 

Kriterium fur die AusfUhrbarkeit geometrischer Kon- 
struktionen mittels Lineals und EichmaBes. 

Es sei eine geometnsche Konstruktionsaufgabe vorgelegt, 
die mittels des Zirkeis ausfiihrbar ist; wir wollen dann ein 
Kriterium aufzustellen versuchen, welches unmittelbar aus der 
analytischen Natur der Aufgabe und ihrer Losungen beur- 
teilen laBt, ob die Kon 3 truktion auch allein mittels Lineals 
und EichmaBes ausfiihrbar ist Wir werden bei dieser Unter- 
suchuug auf den folgenden Satz gefuhrt: 

Satz 45 . JZs sei eine geometrische KoTistruktionsaufgabe vor- 
gelegt von der Art, dafi man bei analytischer Be hand lung derselben 
die Koordinaten der gesuchten Punkte aus den Koordinaten der ge- 
gebenen Punkte lediglich durch rationale Operationen und durch 
Ziehen von Quadratwurzeln finden kann; es sei n die kleinste Anzahl 
der Quadrativurzeln, die hierbei zur Berechnung der Koordinaten 
der Punkte ausreichen ; soil dann die vorgelegte Konstruktionsaufgabe 
sich auch allein durch Ziehen von Geraden und Abtragen von btrecken 
ausfuhren lassen, so ist dafur notvoendig und hinreichend, dafi die 
geometrische Aufgabegenau 2 n reelle ZJisungen besitzt , undzwarjiir 
alle Lagen der gegebenen Punkte , d.h. fiir alle Werte der in den Koor¬ 
dinaten der gegebenen Punkte auftretendenuiUlkurlichen Parameter . 

Beweis. Wir beweisen diesen Satz 45 ausschlieBlich fur den 
Fall, daB die Koordinaten der gegebenen Punkte rationale 
Funktionen eines Parameters p mit rationalen Koeffizienten 
sind. 

Die Notwendigkeit des aufgestellten Kriteriums leuchtet 
aus § 37 ein. Um zu zeigen, daB dasselbe auch hinreicht, 
setzen wir dieses Kriterium als erfiillt voraus und betrachten 
zunachst eine solche von jenen n Quadratwurzeln, die bei der 


1) „tJber temare definite Formen“, Acta Mathematica Bd. 17* 

Hilbert: Grundlagen der Geometric. 6. Aofl. 8 
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Kerechnung dcr Knordinaten dor gesuchten Punkte zuerst 
zu suchcn ist. Der Ausdruck unter dieser Quadratwurzel ist 
eine rationale Funktiony^(/>) des Parameters p rait rationalen 
Koeffizienten ; diese rationale Funktion darffur beliebige reelle 
Parameterwertc/niemals negative Werteannnehmen, dasonst, 
entgegen der Voraussetzung, die vorgelegte Aufgabe fur ge- 
wisse Werte p imaginare Losungen haben miiftte. Aus Satz 44 
schlieBen wir daher, daBy^(/>) als Quotient von Summen von 
Quadraten ganzer rationaler Funktionen darstcllbar ist. 

Nunmehr zeigen flic Formeln 

+ b* 4 r* - V(Va* + '*»)* 4 r-, 

V a ~ 4 6 * 4 r 3 4 <2* = V(}/a*~+ fi* 44 ,/ 2 , 


daB allgemein das Ziehen der Quadratwurzel aus einerSumme 
von beliebig viclen Quadraten sich stets zuruckfuhren laBt auf 
wiederholtes Ziehen der Quadratwurzel aus derSumme zweier 
Quadrate. 

Nehmen wir diese Bemerkung mit dem vorigen Ergebnisse 


zusammen, so erkennen wir, daft der Ausdruck ]//;'(/) gewiB 
mittels Lineals und Eichmaftes konstruiert werden kann. 

Wir betrachten ferner cine solche von den//Quadratwurzeln, 
die bei derBerechnung der Koordinaten der gesuchten Punkte 
an zweiter Stelle zu ziehen ist. Der Ausdruck unter dieser 


Quadratwurzel ist eine rationale Funktiony 2 (/>, j/fJ des Para¬ 
meters p und der zuerst betrachteten Quadratwurzel; auch 
diese Funktion/^ ist bei beliebigen reellcn Parameterwerten/ 

und fur jedes Vorzeichen von ]/£ niemals negativer Werte 
fahig, da sonst entgegen der Voraussetzung die vorgelegte 
Aufgabe unter ihren 2" Losungen fur gewisse Werte p auch 
imaginare Losungen haben muBte. Aus diesemUmstandefolgt, 
daBy; einer quadratischen Gleichung von der Gestalt 

VtCti/l + (p) = o 

genugen muB, worin *,(/) upd ^(p) notwendig solche ratio- 
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nale Funktionen von p mit rationalen Koeffizienten sind, die 
fur reelle Werfce von p niemals negative Werte besitzen. Aus 
der letzteren quadratischen Gleichung entnehmen wir 

f = / **+ . 

J ' 2 <Pi(P) 

Nun mussen wiederum nach Satz 44 die Funktionen cp l (p) 
nnd ty t (p) Quotienten von Summen von Quadraten rationaler 
Funktionen sein, und andererseits ist nach dem Vorigen der 
Ausdrucky^ mittels Lineals und EichmaBes konstruierbar; der 
gefundene Ausdruck fur 4 zeigt somit, daB ein Quotient 
von Summen von Quadraten konstruierbarer Funktionen ist. 

Also laBt sich auch der Ausdruck YA mittels Lineals und 
EichmaBes konstruieren. 

Ebenso wie der Ausdruck, erweist sich auch jede andere 

rationale Funktion 9> 2 (aK/i) von P und VA als Quotient zweier 
Summen von Quadraten konstruierbarer Funktionen, sobald 
diese rationale Funktion <p 2 die Eigenschaft besitzt, niemals 
negative Werte anzunehmen bei reellem Parameter p und fur 

beiderlei Vorzeichen von Yfv 

Diese Bemerkung gestattet uns, das ebenbegonneneSchluB- 
verfahren in folgender Weise fortzusetzen: 

es sei /ip, y/ v yy s ) ein solcher Ausdruck, der von den 

drei Argumenten y, YA* "K/a ra> donaler W^eise abhangt und 
aus dem bei der analytischen Berechnung der Koordinaten 
der gesuchten Punkte an dritter Stelle die Quadratwurzel 
zn ziehen ist- Wie vorhin schlieBen wir, daBy^ bei beliebigen 

reellenWerten p und fiir beiderlei Vorzeichen von |//^und YA 
niemals negative Werte annehmen darf; dieserUmstand wieder¬ 
um zeigt, daByj einer quadratischen Gleichung vonder Gestalt 

/' — <pAP’ V/i)A + VA) — 0 

genugen muB, worin q > 0 und solche rationale Funktionen 
von p und'YA bedeuten, die fur reelle Werte p und beiderlei 
Vorzeichen von YA negativer Werte nicht fahig sincL Da mit- 

8 • 
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hin (p 9 nnd nach der vorigen Bemerkung Quotienten zweier 
Summen von Quadraten konstruierbarer Ausdrucke sind, so 
folgt das gleiche auch fur den Ausdruck 

f __ -_ /b*+ (a Vft) 

und mithin ist auch mittels Lineals und EichmaBes kon- 
struierbar. 

Die Fortsetzung dieser SchluBweise fuhrt zum Beweise des 
Satzes 45 in dem betrachteten Falle eines Parameters p. 

Die aligemeine Richtigkeit des Satzes 45 hangt davon ab, 
ob der Satz 44 in entsprechender Weise sich auf den Fall 
mehrerer Veranderlicher verallgemeinem lafit. 

Als Beispiel fur die Anwendung des Satzes 45 mogen die 
regularen mittels Zirkels konstruierbaren Polygone dienen; in 
diesem Falle kommt ein willkurlicher Parameter / nicht vor, 
sondem die zu konstruierenden Ausdrucke stellen samtlich 
algebraische Zahlen dar. Man sieht leicht, daB das Kriterium 
des Satzes 45 erfullt ist, und somit ergibt sich, daB man jene 
regularen Polygone auch allein mittels Ziehens von Geraden 
und Abtragens von Strecken konstruieren kann — einResultat, 
welches sich auch aus der Theorie der Kreisteilung direkt 
entnehmen lafit. 

Was weitere aus der Elementargeometrie bekannte Kon- 
struktionsaufgaben anbetrifft, so sei hier nur erwahnt, daB 
das Malfattische Problem, nicht aber die Appollonische Be- 
riihrungsaufgabe allein mittels Lineals und EichmaBes gelost 
werden kann. 1 ) 

SchluBwort. 

Die vorstehende Abhandlung isteinekritischeUntersuchung 
der Prinzipien der Geometrie; in dieser Untersuchung leitete 

1) Betreffs weitcrer gcomctrischcr Konstruktionen mittels Lineals 
und EichmaBes vgl.M.Feldblum, ,,tyber elementargeometrische Kon* 
stxuktionen", InauguraldissertaUon, Gottingen 1899. 
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uns der Grundsatz, eine jede sich darbietende Frage in der 
Weise zu erortern, daB wir zugleich priiften, ob ihre Beant- 
wortung auf einem vorgeschriebenen Wegemitgewisseneinge- 
schrankten Hilfsmitteln moglich ist. Dieser Grundsatz scheint 
mir eine allgemeine und naturgemaBe Vorschrift zu enthalten; 
in der Tat wird, wenn wir bei unseren mathematischen Be- 
trachtungen einem Probleme begegnen oder einen Satz ver- 
muten, unser Erkenntnistrieb erst dann befriedigt, wenn uns 
entweder die vollige Losung jenes Problems und der strenge 
Beweis dieses Satzes gelingt, oder wenn der Gnind fur die 
Unmoglichkeit des Gelingens und damit zugleich die Not- 
wendigkeit des MiBlingens von uns klar erkannt worden ist. 

So spielt denn in der neueren Mathematik die Frage nach 
der Unmoglichkeit gewisser Ldsungen oder Aufgaben eine 
hervorragende Rolle, und das Bestreben, eine Frage solcher 
Art zu beantworten, war oftmals der AnlaB zur Entdeckung 
neuer und fruchtbarer Forschungsgebiete. Wir erinnem nur 
an Abels Beweis fiir die Unmoglichkeit der Auflosung der 
Gleichungen funften Grades durch Wurzelziehen, femer an die 
Erkenntnis der Unbeweisbarkeit des Parallelenaxioms und an 
Hermites und Lin deman ns Satze von der Unmoglichkeit, 
die Zahlen e und n auf algebraischem Wege zu konstruieren. 

Der Grundsatz, demzufolge man iiberall die Prinzipien der 
Moglichkeit der Beweise erortern soli, hangt auch aufs engste 
mit der Forderung der ,,Reinheit“ der Beweismethoden zu- 
sammen, die von mehreren Mathematikem mit Nachdruck 
erhoben worden ist. Diese Forderung ist im Grunde nichts 
anderec als eine subjektive Fassung des hier befolgten Grund- 
satzes. In der Tat sucht die vorstehende geometrische Unter- 
suchung allgemein daruber AufschluB geben, welche Axiome, 
Voraussetzungen oder Hilfsmittel zum Beweise einer ele- 
mentargeometrischen Wahrheit notig sind, und es bleibt 
dann dem jedesmaligen Ermessen anheimgestellt, welche Be- 
weismethode von dem gerade eingenommenen Standpunkte 
aus zu bevorzugen ist. 


Ver- 


Anhang- I. 

Ober die gerade Linie als ktirzeste 

bindung zweier Punkte. 1 ) 

[Abgedruckt aus Math. Aan. Bd. 46.] 

(Aus einem an Herrn F. Klein gerichteten Briefe.) 

Nehmen wir die Punkte, die Geraden und die Ebenen als 
Elemente, so konnen zur Begriindung der Geometrie die fol- 
genden Axiome dienen: 

1. Die Axiome, welche die Verkniipfung dieser 
Elemente untereinander betrefien; kurz zusammen- 
gefaBt, lauten dieselben wie folgt: 

Irgetid zwei Punkte A und B bestimmen s/e/s tine Gerade a. 

— Jr gen d drei nicht auf einer Geraden gelegene Punkte A, B, C 

bestimmen tine Ebene «. — flenn zivei Ihmkte A, B einer GV- 

raden a in einer Ebene u he gen, so liegt die Gerade a vollstdndig 

in der Ebene a. —- flenn zivei Ebenen «, (5 einen Punk/ A ge- 

mein haben, so fiaben sie ivcnigstens noch einen Weiteren Punki B 

gemein. — Auf jeder Geraden gibt es U)e nigs tens zivei Punkte , 

in jeder Ebene ive nigs tens drei nicht auf einer Geraden gelegene 

Punkte, und im Raurne gibt es wenigstens vier nicht in einer Ebene 
gelegene Punkte. — 

2. Die Axiome, durch welche der Be griff der 
Strecke und der Begriff der Reihenfolge von Punk- 
ten einer Geraden eingefiihrt wird. Diese Axiome sind 
' on P asc h 2 ) ^uerst aufgestellt und systematisch unter- 
sucht worden; dieselben sind im wesentlichen folgende: 

1) Bctrcffs allgcmeincrcr Formulierung dieses Problems vergielche 
meiucn auf dem internationalen Mathcmatiker-KongreQ in Paris 1900 
gehaltencn Vortrag: Mathcmatische Probleme. Gottingcr Nachr. 1900 
a. r. 4, sowic G. Hamel, Inauguml-Dissertation, Gottingen 1901, und 
dcssen Abhnndlung: ..ttber die Gcometrien. in denen die Geraden die 
Kurzesten smd“, Math. Ann. Bd. 57, 1903. 

2 ) Vgl. ,,Vorlcsungen uber neucrc Geometric'*. Teubner 1882. 
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Zwischen zwei Punkten A, B einer Geraden gibt es stats wenig- 
stens einen dritten Punkt C der Geraden. — Unter drei Punkten 
einer Geraden gibt es stets einen und nur einen , 7 velcher zwischen 
den beiden anderen liegt . — Wenn A, B auf der Geraden a lie gen, 
so gibt es stets einen Punkt C der namlichen Geraden a, so dafi 
B zwischen A und C liegt. — Irgend vier Punkte A lt A 2 , A s , A 4 
einer Geraden a konnen stets in der Weise angeordnet werden, daf 


allgemein A i zwischen A h und A k liegt, sobald der Index h kleiner 
und k groper als i ist. — Jede Gerade a , welche in einer Ebene a 
liegt, trennt die Punkte dieser Ebene a in zwei Gebiete von fol- 
gender Beschajfenheit: ein jeder Punkt A des einen Gebieies be - 
stimmt mit jedem Punkt A' des anderen Gebietes zusammen eine 
Strecke A A', innerhalb welcher ein Punkt der Geraden a liegt; 
dagegen bestimmen irgend zwei Punkte A und B des namlichen 
Gebietes eine Strecke AB , welche keinen Punkt der Geraden a enthdlt. 

3. Das Axiom der Stetigkeit, welchem ich folgende 
Fassung gebe: 

Wenn A lf A 2 , A s , . . . eine unendliche Reihe von Punkten einer 
Geraden a sind und B ein weiterer Punkt auf a ist, von der Art , 
dafi allgemein A i zwischen A h und B liegt , sobald der Index h kleiner 
als i ist, so gibt es einen Punkt C, welcher folgende Eigenschaft 
besitzt: samtliche Punkte der unendlichen Reihe A^ , A^, A 4 , . . . 
lie gen zwischen A 4 und C, und jeder andere Punkt C ,fdr welchen 
dies ebenfalls zutrifft, liegt zwischen C und B. 

Auf diese Axiome laBt sich in vollkommener Strenge die 


Theorie der harmonischen Punkte grunden, und wenn wir uns 
derselben in ahnlicher Weise bedienen, wie dies F. Linde- 


mann 1 ) tut, so gelangen wir zu folgendem Safze: 

Jedem Punkte kann man drei endliche reelle Zahlen x,y, z 
und jeder Ebene eine iineare Relation zwischen diesen drei 
Zahlen x,y, z zuordnen, derart, dafi alle Punkte, fur welche 
die drei Zahlen x,y, z die Iineare Relation erfullen, in der 
betreffenden Ebene liegen und daB umgekehrt alien in dieser 


1) VgL „Vorlesungea iiber Geometrie“ Bd. II, Teil I; S. 433 f» 
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Ebene gelegenen Punkten Zahlen z entsprechen, welche 
Jer linearen Relation geniigen. Werden feraer x,y, z als die 
rechtwinkligen Koordinaten eines Punktes im gewohnlichen 
Euklidischen Raume gedeutet, so entsprechen den Punkten 
des ursprunglicben Raumes Punkte im Innem eines gewissen 
nirgends konkaven Korpers des Euklidischen Raumes, und um- 
gekehrt entsprechen alien Punkten im Innern dieses nirgends 
konkaven Korpers Punkte unseres ursprunglichen Raumes: 
uttstr urspriitiglic her Raum ist mithin uu/das Inn erg eines nir¬ 
gends konkaven Korpers des Raumes abgcbildef. 

Hierbei ist unter einem nirgends konkaven Korper ein 
Korper von der BeschafFenheit verstanden, daB, wenn man 
zwei im Innem des Korpers gelegene Punkte miteinander 
durch cine Gerade verbindet, der. zwischen diesen beiden 
Punkten gelegene Teil der Geraden ganz in das Innere des 
Korpers fa.llt. Ich erlaube mir, Sie darauf aufmerksam zu 
machen, daB diesen hier auftretenden, nirgends konkaven 
Korpern auch in den zahlentheoretischen Untersuchungen 
von H. Minkowski 1 ) eine wichtige Rolle zukommt, und daB 
PI.Minkowski fiir dieselben eine einfacbe analytische Deli- 
nition gefunden hat. 

Wenn umgekehrt im Euklidischen Raume ein beliebiger 
nirgends konkaver Korper gegeben ist. so definiert derselbe 
eine bestimmte Geometrie, in welcher die genannten Axiome 
samtlich gultig sind: jedem Punkt im Innern des nirgends 
konkaven Korpers entspricht ein Punkt in jener Geometrie: 
jeder durch das Innere des Korpers gehenden Geraden und 
Ebene des Euklidischen Raumes entspricht eine Gerade 
bezuglich Ebene der allgemeinen Geometrie; den auf der 
Grenze oder auflerhalb de9 nirgends konkaven Korpers ge¬ 
legenen Punkten und den ganz auGerhalb des Korpers ver- 
Jaufenden Geraden und Ebenen des Euklidischen Raumes 
entsprechen keine Elemente der allgemeinen Geometrie. 


>) Vgl. ,,Geometrie der Zahlen 4 *. Teubner 1896. 
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Der obige Satz fiber die Abbildung der Punkte in der all- 
gemeinen Geometxie auf das Innere des nirgends konkaven 
Korpers im Euklidischen Raume druckt somit eine Eigen- 
schaft der Elemente der allgemeinen Geometrie aus, welche 
inhaltlich mit den anfangs aufgestellten Axiomen vollkommen 
gleichbedeutend ist. 

Wir definieren nun den Begriff der Lange einer Strecke 
AB in unserer allgemeinen Geometrie und bezeichnen zu 
dem Zwecke diejenigen beiden Punkte des Euklidischen 
Raumes, welche den Punkten A und B des urspriinglichen 
Raumes entsprechen, ebenfalls mit A und B\ wir verlangem 
dann die Gerade AB im Euklidischen Raume iiber A und 
B hinaus, bis dieselbe die Begrenzung des nirgends kon¬ 
kaven Korpers in den Punkten AT bezuglich P trifft, und 
bezeichnen allgemein die Euklidische Entfemung zwischen 
irgend zwei Punkten P und Q des Euklidischen Raumes 

kurz mit ~PQ\ dann heiBe der reelle Wert 


AB 


YA ^ XB \ 
YB XA i 


die JUitige der Strecke AB in unserer 
metrie. Wegen 


YA _ 

= > 1, 

YB 


XB 

XA 


> I 


allgemeinen 


Geo- 


ist die Lange stets eine positive GrdBe. 

Es lassen sich leicht die Eigenschaften des Begriffes der 
Lange aufzahlen, welche mit Notwendigkeit auf einen Aus- 

druck der angegebenen Art fur AB fuhren; doch unterlasse 
ich dies, damit ich durch diesen Brief nicht alizu sehr Ihre 
Aufmerksamkeit ermiide. 

Die aufgestellte Form el fur AB lehrt zugleich, in welcher 
Weise diese GroBe von der Gestalt des nirgends konkaven 
Korpers abhangt. Halten wir namlich die Punkte A und B 
im Inneren des Korpers fest und andem nur die Begrenzung 
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des Korpers derart, daB der Grenzpunkt X sich nach A hin- 
bewegt und i'sich dem Punkte B nahert, so ist klar, daB jeder 
der beiden Quotienten 


ya xb 

YB ’ XA 


und folglich auch der Wert von AB sich vergroBert. 

Es sei jetzt im lnneren des nirgends konkaven Korpers ein 
Dreieck A BC gegcben. Die Ebene a desselben schneidet aus 



beide Endpunkte hinaus verlangert, bis sie die Begrenzung 
des Ovals bezuglich in den Punkten A' und V, U und V, T 
und Z schneiden; dann konstruieren wir die geraden Ver- 
bindungslinien UZ und TV und verlangem dieselben bis zu 
Durchschnitt VV\ ihre Schnittpunkte mit der Geraden 
A J bczeichnen wir mit A” bezuglich V. Wir legen nunmehr 
statt des urspriinglichen nirgends konkaven Ovals in der 
Ebene « das Dreieck UWT zugrunde und erkennen leicht, 
daB in der durch dieses Dreieck besUmmten ebenen Geo- 
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metrie die Langen AC und BC die gleichen sind wie in der 
ursprunglichen Geometrie, wahrend die Lange der Seite AB 
durch die vorgenommene Anderung vergroBert worden ist. Wir 
bezeichnen die neue Lange der Seite AB znm Unterschiede 


von der urspriingliehen Lange A B mit A B ; dann ist AB^> A B. 
Es gilt nun fur die Langen der Seiten des Dreieckes ABC 

die einfache Beziehung 


AB AC + BC. 


Zum Beweise verbinden wir W mit C und verlangera diese 
Gerade bis zum Durcbschnitt B mit AB. Nach dem be- 
kannten Satze vom Doppelverhaltnis ist dann wegen der 
perspektiven Lage der beiden Punktreihen X , A, B y Y und 

Uy Ay C, V _ _ 

Y'A X\D = VA_ UC 

~Y t £> X~A VC UA 

und wegen der perspektiven Lage der beiden Punktreihen 
Y'y By By X' Und Ty By Cy Z ist 


X'B Y* D ZB TC 

■ __ - — -• 

X'n Y'~B ~ZC ~TB 


Die Multiplikation beider Gleichungen ergibt 

Y'A X'B VA UC ZB TC 

" 1 * 

~Y’~B ~5CA ~ ~VC UA ~ZC TB 

und diese neue Gleichung beweist meine Behauptung. 

Aus obiger Untersuchung erkennen Sie, daB lediglich auf 
Grund der zu Anfang meines Briefes aufgezahlten Axiome 
und der aus den einfachsten Eigenschaften des Langen- 
begriffe9 sich mit Notwendigkeit ergebenden Definition der 

Lange der allgemeine Satz gilt: 

In jedem Breieck ist die Sum me zzveier Seiten grofler oder gleich 

der dritten Seite. 

Zugleich ist klar, daB der Fall der Gleichheit dann und 
nur dann vorkommt, wenn die Ebene a aus der Begrenzung 
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des nirgends konkaven Korpers zwei gerade Linienstucke 
und TV ausschneidet. Die letztere Bedingung laBt sich 
auch ohne Zuhilfenahme des nirgends konkaven Korpers aus- 
drucken. Sind namlich irgend zwei in einer Ebene a gelegene 
und in irgendeinem Punkte C sich schneidende Geraden a 
und b der ursprunglichen Geometric gegeben, so werden im 
allgemeinen in jedem der vier in a um Cherum entstehenden 
ebenen Winkelraume solche gerade Linien vorhanden sein, 
welche keine der beiden Geraden a und b schneiden; sind 
jedoch insbesondere in zwei sich gegeniiberliegenden ebenen 
Winkelraumen keine solchen geraden Linien vorhanden, so 
ist die fragliche Bedingung erfullt, und es gibt dann s/e/s JDrei- 
ecke, fur welche die Sum me zzveicr Seiten gleich der dritten ist. In 
dem betrachteten Falle ist also zwischen gewissen Punkten 
A und B ein aus zwei geradlinigen Stricken zusammenge- 
setzter Weg moglich, dessen Gesamtlange gleich der direkten 
Entferaung der beiden Punkte A und B ist; es laBt sich ohne 
Schwierigkeit zeigen, daB alle VVege z? rise ken den beiden Punkten 
A und B von derselben Eige rise haft sich aus den konstruierten Jf egen 
zusanimensetzen lasseti und <liJ3 die tibrigen Verbindungswege von 
grdfierer Gesamtlange sind. Die nahere Untersuchung dieser 
Frage nach den kurzesten Wegen ist leicht ausfuhrbar und 
bietet ein besonderes Interesse in dem Falle, daB fur die Be- 

grenzung des nirgends konkaven Korpers ein Tetraeder zu- 
' grunde gelegt wird. 

Zum SchluB erlaube ich mir, darauf hinzuweisen, daB ich 
bei der vorstehenden Entwickelung stets den nirgends kon¬ 
kaven Korper als ganz ini Endlichen gelegen angenommen 
habe. Wenn jedoch in der durch die ursprunglichen Axiome 
definierten Geometric eine Gerade und ein Punkt vorhanden 
ist von der Eigenschaft, daB durch diesen Punkt zu der Ge¬ 
raden nur eine einzige Parallele moglich ist, so ist jene An- 
nahme nicht gerechtfertigt. Es wird leicht erkannt, welche 
Abanderungen rneine Betrachtung dann zu erfahren hat. 

Kleinteich bei Ostseebad Rauschen den 14. Aug. 1894. 


Anhang II. 

tJber den Satz von der Gleichheit der Basis- 
winkel im gleichschenkligen Dreieck. 

[Mit Zusatzen abgedruckt aus den Proceedings of the London Mathe- 

znatical Society, Vol. XXXV.] 

Unter der axiomatischcn Erforschung einer mathematischen 
Wahrheit verstehe ich eine Untersuchung, welche nicht da- 
hin ziehlt, imZusammenhangemit jenerWahrheitneueoderall- 
gemeinere Satze zu entdecken, sondera die vielmehr die Stellung 
jenes Satzes innerhalb des Systems der bekannten Wahrheiten 
und ihren logischen Zusammenhang in der Weise klarzulegen 
sucht, daB sich sicherangebenlaJBt, welche Voraussetzungenzur 
Begriindung jener Wahrheit notwendig und hinreichend sind. 
So habe ich beispielsweise in meiner Festscnrift „Grund- 

lagen der Geometrie“ K.ap- V und VI (vgl. S. 64 
ebenen Schnittpunktsatze, namlich den speziellen Pascalschen 
Satz fiir das Geradenpaar und den Desarguesschen Satz von 
den perspektiv liegendenDreiecken einer axiomatischen Unter¬ 
suchung unterworfen, und in gleicher Weise haben auf meine 
Anregung hin M. Dehn 1 ) den Satz von der Winkelsumme 
im Dreieck und G. Hamel 2 ) den Satz von der Geraden als 
der kurzesten Verbindung zwischen zwei Punkten behandelt. 

Die vorliegende Note betrifft die Stellung des Satzes von 
der Gleichheit der Basiswinkel im gleichschenkligen Dreieck 
in der ebenen Euklidischen Geometrie. Zur Erleichterung des 
Vers tan dnisses stelle ich — im wesentlichen wie in meinen 
„Grundlagen der Geometrie“ — die Axiome der ebenen 
Euklidischen Geometrie zusammen wie folgt: 

1) Mathematische Annalen, Bd. LIU, 1900. 

2) Inauguraldissertation, Gottingen 1901, und dessen Abhand- 
lung: „Vber die Geometrieen, in denen die Geraden die Kurzesten 

sind‘\ Math. Ann. Bd. 57, 1903 - 
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I. Axiome der Verkntlpfung. 

I I * Zwei voneinander verschiedene Punkte A y B bestimmen stets 
cine Gerade. 

I 2. Jrgend zwei voneinander verschiedene Punk/e einer Ge¬ 
ra den bestimmen diese Gerade. 

I 3. Auf jeder Geraden gibt es wenigstens zivei Punk/e Ps 
gibt Wenigstens drei Punkie , welche nicht in einer Geraden lie gen. 

II. Axiome der Anordnung. 

II 1. Wenn A , B, C Punkie einer Geraden sind und B zwischen 
A und C Hegt, so liegt auch B zirischen C und A. 

U 2. Wenn A und B zwei Punkte einer Geraden sind, so gibt 
es wenigstens cinen Bank/ C, der zwischen A und B liegt und 
wenigstens einen Punkt I), so dap B zwischen A und D liegt 

II 3. Onter irgend drei Punktcn einer Geraden gibt es stets einen 
und nur c.nen Punkt, der zwischen den beiden anderen liegt. 

Definition. — Die zwischen zwei Punktcn A und B gelege- 
nen Punkte heiflen auch die Punkte der Strecke AB. 

n 4. As seien . I, B, C drei nicht in gerader Linie gelegene Punkte 
und a erne Gerade, die keinen der Punkte A, B, C trifff, wenn dann 
diese Gerade durch einen Punkt der Strecke AB geht, so geht sic 
gewif auch durch einen Punkt der Strecke B Coder der Strecke AC 


III. Axiome der Kongruenz. 

HI 1 Wenn A, B zwei Punkte der Geraden a sind und A’ 

Tf-if, 7 / e "i? r <,tra '^ n a ist. to kann man auf einer gegebenen 
Halfte der Geraden a von A' aus stets einen und nur einen Punkt 

P finden so daf die Strecke AB der Strecke A'B' kongruent 
Oder gleich tsf, in Zeiehen 




si JB 


Jcdt Strecke 1 st sich selbst kougruent , d. h. es isi stets c 

AB AB und AB BA. 

derStreck ZZ Z A * *° W ° hl * r S,r ‘ cke A ' B ' twcA 

kongruent ^ ^ kongruent is/, so ist auch A'B' der Strecke A"B” 
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III 3. Es seien AS und BC zwei Strecken ohne gemeinsame 
Penkte auf a , und femer A'B' und B' C' zwei Strecken ohne ge - 
memsame Punkte auf einer Geraden a'; zuenn dann 

AB ~ A'B' und BC=B'C' 
ist, so ist auch stets: 

AC~ A'C\ 

Definition . — Ein von einem Punkte ausgehendes Paar von 
Halbstrahlen h, k nennen wir einen Winkel und bezeichnen 
ihn entweder mit ^Z (h, k) oder <$Z ( k, h). 

Ill 4. Es set ein Winkel fZ (h, k), eine Gerade a' und eine be- 
stimmte Seite von a' gegeben. Es bedeute h' einen Halbstrahl der 
Geraden a', der vom Punkte O' ausgeht: dann gibt es einen und 
nur einen Halbstrahl k', so daft 

ist und zugleich alle inneren Punkte des Winkels (k\ k') auf der 
gegebenen Seite von a' liegen. feder Winkel ist sick selbst kon - 
gruent, d. h. 

<$Z (h, k) = (k, k) und ^Z (h, k)==<$Z (k, h). 

HI 5. Wenn ein Winkel fZ {h, k) sow oh l dem Winkel fZ (h', k') 
als auch dem Winkel fZ (h" t k") kon gruent ist, so ist auch der 
Winkel ^Z (h', k') dem Winkel ^Z (>*", k") kon gruent. 

HI 6*. Wenn fur zwei Dreiecke ABC und A'B' C' die Kon - 
gruenzen 

AB = A'B', AC~ A'C' und ^Z BAC = ^Z B'A'C f 
gelten, so gilt auch stets 

-$ZABC = <$Z A'B'C' und fZ ACB = ^Z A'C'B'. 

Es ist nun fur die nachfolgende Untersuchung wesentlich, 
dem letzten Kongruenzaxiom, namlich dem Axiom III 6* uber 
die Dreieckskongruenz eine engere Fassung zu erteilen, indem 
wir die Aussage desselben nur fur Dreiecke mit gleichem Um- 
laufssinn als giiltig hinstellen. Um diesen einschrankenden Zu- 
satz scharf zu formulieren, nehmen wir irgendeine durch zwei 
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Punkte A y B bestimmte Gerade in der Ebene beliebig an, und 
bezeichnen cine der beiden Halbebenen, in die diese Gerade 
die Ebene teilt, als rechts von der Geraden AB in der Rich- 
tung von A nach By und dieselbe Halbebene zugleich auch 
als links von BA in der Richtung von B nach A ; die andere 
Halbebene bezeichnen wir als links von der Geraden AB und 
zugleich als rechts von der Geraden BA gelegen. 1 st nun C 
irgcndein Punkt auf der rechten Halbebene von A By so be- 
zeichnen wir diejenige Halbebene von AC f auf welcher der 
Punkt B liegt. als die linke Halbebene von AC. Auf diese 
Weise konnen wir durch analoge Festsetzungen schlieBlich in 
eindeutig bestimmter Weise fur jede Gerade angeben, welche 
Halbebene rechts oder links von dieser Geraden in gegebener 
Richtung gelegen ist. Zugleich wird von den Schenkeln irgend- 
eines Winkels in eindeutig bestimmter Weise stets der eine 
als der rechte Schenkel und der andere als der linke Schenkel 
zu bezeichnen sein, namlich so, daB der rechte Schenkel auf 
der rechten Halbebene von derjenigen Geraden liegt, die 
durch den anderen Schenkel Dach Lage und Richtung be- 
stimmt ist, wahrend der linke Schenkel links von derjenigen 
Geraden liegt, die durch den ersteren Schenkel nach Lage 
und Richtung bestimmt ist. 

Stellen wir nun die Aussage des Axioms III 6* nur dann 
als giiltig hin, wenn in den beiden Dreieckeu die Seiten AB 
und A B bez. AC und A C zugleich die rechten bez. die 
linken Schenkel der Winkel B AC und B'A'C' sind, so er- 
halten wir jenes Axiom in der folgenden engeren Fassung: 

III 6. Wenn fiir zwei Drrirckr ABC und A'B'C dir Aon - 
grurnzrn 

AB~A’B\ AC=e=A'C' und ■$; BAC = <£ B'A'C 

grlten , so gilt auch stets 

ABC— A'B'C' und ACB = A’C'B’, 

vorausgeseizt, daji AB und A B' die rechten Schenkel , AC und 
A C' die linken Schenkel der Winkel BAC bee. B’A'C' sind. 
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Das letzte Axiom in seiner urspriinglichen weiteren Fas- 
svmg III 6* hat sofort den Satz von der Gleichheit der Basis- 
winkel im gleichschenkligen Dreieck zur Folge. Auch ist leicht 
zu erkennen, daB umgekehrt mitHilfe dieses Satzes vom gleich¬ 
schenkligen Dreieck, aus jenem Kongruenzaxiom in der enge- 
ren Fassung ni6 und den vorangehenden Axiomen das Axiom 
TIT 6* in der weiteren Fassung notwendig folgt. 

Das engere Axiom III 6 zusammen mit den friiheren Axio¬ 
men I, II, III i—5 gestattet den Nachweis des Satzes von der 
Gleichheit der Scheitelwinkel und der Moglichkeit der Hal- 
bierung einer jeden Strecke, sowie den Beweis des Euklidi- 
schen Satzes, daB der AuBenwinkel eines Dreiecks stets groBer 
ist als jeder der beiden inneren A\inkel. 

IV. Axiom der Parallelen (EukUdisches Axiom). 

IV Durch einen Punkt A aufierhalb der Geraden a lafit sich 
nur eine Gerade ziehen , welche a nicht schneidet. 

DerSatz von der Gleichheit der Wechselwinkel und mi thin 
auch der Satz, daB die Winkelsumme im Dreieck zwei Rechte 
betragt, folgen aus dem Parallelenaxiom mit Hilfe der voran¬ 
gehenden Axiome, auch wenn wir das letzte Kongruenzaxiom 
nur in der engeren Fassung III 6 zugrunde legen. 

V. Axiome der Stetigkeit. 

V i. Axiome des Messens (Archimedisches Axiom). 

Es sei A. ein beliebiger Punkt auf einer Geraden zwischen den 
beliebig gegebenen Punkten A und B; man konstruiere dann die 
Punkte A 2 , A 8 , A 4 , . . •, so dafi A x zwischen A und A %i J erner 
A % zwischen A ± und A 3 , ferner A s zwischenr>A 2 und A a usw. hegt 

und iiberdies die Strecken 

A A x y A 1 A i , A 2 A 3 , A 3 A /%t . . . 

■einander gleich sind: dann gibt es in der Reihe der Punkte A^, A 3 , 
stets einen solchen Punkt A ni dafi B zwischen A und A n 

liegt. 

Hilbert: Gruixdlagen der Goometrie. 6. Aufl. 
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V 2. Axiom der Na chbarschaft. 

1 st irgendeine Strecke AB vorgelegt, so gibt es stets ein Drei¬ 
eck, in dessen Innerem keine zu A B kongruente Strecke sich fin- 
den lafit. 

Dieses Axiom der Nachbarschaft ist einc notwendige Folge 
aus dem Satze von der Gleichheit der Basi9winkel im gleich- 
sckenkligen Dreieck, wie man aus dem Umstande erkennt, 
dafl wegen dieses Satzes vom gleichschenkligen Dreieck die 
Summe zweier Seiten in jedem Dreieck groBer als die dritte 
Seite ausfallt 

Ich stelle nun folgende Behauptung auf: 

Mit Benutzung der samtlichen Axiome I—V ist es mdglich , den 
Satz von der Gleichheit der Basisunnkel im gleichschenkligen Drei¬ 
eck zu beu>eisen , ouch ivenn wir das Axiom von der Dreieckskon- 
gruenz nur in der engcren Bassung III 6 zugrunde legen. 

Um dies einzusehen, wahlen wir zwei sich schneidende Ge- 
rade als Achsen eines schiefwinkligen Koordinatensystemsund 
ordnen deD Punkten dieser Geraden auf Grund der linearen 
Kongruenzaxiome III i—3 und des Archimedischen Axioms 
V 1 reelle Zahlen zu; die samtlichen Punkte der Ebene sind 
dann durch Zahlenpaare darstcllbar. 

Das engere Kongruenzaxiom III 6 zusammen mit V 1 ge- 
stattet leicht die Begriindung der Proportionenlehre, und au9 

dieser folgt, daii die Geraden durch lineare Gleichungen dar- 
stellbar sind. 

Fassen wir nun den Punkt mit den Koordinaten ,r= 1 und 
y ~ s ins Auge, wo ^ cine beliebige GroBe ist, und betrachten 
diejenige Kongruenz der Ebene mit sich im engeren Sinne, 
bei welcher der Koordinatenanfang sich selbst und diea*-Achse 
der Verbindungsgeraden des Koordinatenanfanges mit jenem 
I unkte 1, s entspricht, so erkennen wir leicht, daii dieseDre- 
hung durch ein Formelsystem von der Gestalt 

*v' = <V v -f 

y a 7 $ x - f- <**>' 
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vermittelt wird, worin a a , ft, y,, ft Zahlen bedeuten, die durch 
s eindeutig bestimmt sind. Indem wir nun einer jeden Ge- 
raden durch den Koordinatenanfang ihren TrefFpunkt (1, /) 
mit der Geraden x «— 1 zuordnen, erhalten wir zu jeder aol- 
chen Drehung der Ebene um den Koordinatenanfang eine 
Transformation der Punkte der Geraden jr == 1 von der Ge¬ 
stalt 


Ys 4 - *•* . 
a t + ft * 


Die Koeffizienten or a , ft, y a , ft bezeichnen Funktionen von 
die sicher fur alle rationalen Werte von s definiert sind; man 
sieht dann leicht ein, daB diese Funktionen sich nach dem 
Prinzip der Stetigkeit so erganzen lassen mussen, daB man 
aus ihnen stetige und fur alle reeilen Werte von s , sowie fur 
s — 00 eindeutig definierte Funktionen erhalt. Wenn das ge- 
schehen ist, so liefert die Formel 

Ys + ft * 


t' 


a t + ft 1 


eine Gruppe von linearen Transformationen, die gewiB fol- 
gende Eigenschaften besitzt: 

1. Es gibt auBer der Identitat keine Transformation der 
Gruppe, welche einen Wert der Variabeln / festhalt. 

2. Es gibt stets eine Transformation der Gruppe, welche 
einen gegebenen W^ert von / in irgendeinen anderen bestimm- 
ten Wert dieser Variabeln uberfuhrt- 

In meiner Abhandlunguber dieGrundlagenderGeometrie 1 ) 
(§ 18) habe ich bewiesen, daB eine Gruppe mit diesen Eigen¬ 
schaften notwendig holoedrisch-isomorph ist mit der Gruppe 
der gewohnlichen Drehungen eines Kreises in sich und folg- 
lich auch mit derjenigen Transformationsgruppe, die durch 
die Formel 

rp. ST+ l 

'*- 7’+5 


1) Math. Ann. 1903. Anhang IV S. 209—213. 


9 



1 2 6 


Anhang II 


dargestellt wird, wo TT’ die Variabeln und den Para¬ 
meter bedeutet. Hieraus konnen wir nun entnehmen, dafi die 
obige Gleichung zwischen T und T’ so gelost werden kann, 
daft v/ir 

C DT _ C -{- D T’ 

~ A -\- B T 1 ~ A -{- li t* 

setzen, wobei A, B % C, I) Konstante bedeuten. Fuhren wir 
dann mittels der Formeln 


-r = A X -f Bl\ 
y = CX -f- jDY 

statt der Koordinaten x,y die Koordinaten X t Y ein, so ent- 
spricht einer bestimmten Drehung um den Koordinatenanfang 
die Formel 

Y' X-\- S Y 
X' = SX — V* 


und hieraus entnehmen wir die Drehungsformeln 

C a (SX~ Y), 

Y'= C s (X+SY), 

wobei C a eine von A abhangige Grofie bezeichnet, 

Unter Zuhilfenahme des Axioms derNachbarschaft V 2 folgt, 
dab die Determinante dieser eine Drehung vermittelnden 
Prans formations formeln notwendig i sein muB; mithin ist 


* Vi + s*’ 

und die Gruppe der Drehungen stellt sich daher in den Ko¬ 
ordinaten A'', Y wie folgt dar: 


• • 


Y' M __ i 

Vi+H* yT+s* 

r - a* + - ■ g 

V* + s 9 yi -f 


y\ 

Y. 


Aus diesen Formeln entnehmen wir die Gultigkeit aller Tat- 
sachen der gewohnlichen Euklidischen Geometrie und ins- 
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besondere den Satz von der Gleichheit der Basiswinkel im 
gleichschenkligen Dreieck. 

Wir haben im Vorstehenden kurz den Beweis dafur ange- 
deutet, daB das Axiom von der Dreieckskongruenz im wei- 
teren Sinne HI 6 * eine Folge dieses Axioms im engeren Sinne 
ID 6 ist, wenn man die Stetigkeitsaxiome V i und V 2 zu 

Hilfe nimmt. 

Nunmehr ensteht die Frage, ob auch ohne die Axiome der 
Stetigkeit V I und V 2 die weitere Fassung des Axioms von der 
Dreieckskongruenz sich als eine notwendige Folge der engeren 
Fassung desselben ergibt. Die nachfolgende Untersuchung ivird zei- 
gen t dafi dies nicht der Fall ist , sellst dann nicht y wenn man noch 
die Proportionenlehre als gill tig vorausse/zt. Die Geometne, welche 
ich zudiesem Zwecke im Folgenden konstruiere , beantwortet mcht nur 
die eben au/gewor/ene Frage , sondem verbreilet iiberhaupt , wie ich 
glaube , iiber den logischen Zusammenhang des Satzes vom gleich - 
schenkligen Dreieck mit den anderen in Betracht kommenden ele- 
men tar en Salzen der ebenen Geometric neues Licht. 

Es sei t ein Parameter und a irgerdein Ausdruck mit einer 
endlichen oder unendlichen Gliederzahl von der Gestalt 

* = a 0 t n A~ a 1 t n + 1 + ‘ * 

darin mogen a Q ( 4 = o), a lt a 2 , . , . beliebige reelle Zahten be- 

deuten und n sei eine beliebige ganze rationale Zahl °)* 

Die Gesamtheit aUer Ausdriicke von dieser Gestalt a sehen 
.wir als ein komplexes Zahlensystem T an, indem wir folgen e 
Festsetzungen treffen: Man addiere, subtrahiere, multipliziere, 
dividiere irgendwelche Zahlen des Systems als waxen sie 
gewohnliche Potenzreihen, die nach steigenden Potenzen er 
Variabeln / fortschreiten. Die entstehenden Summen, Differen- 
zen, Produkte und Quotienten sind dann wie derum Ausdrueke 
von der Gestalt a und mithin Zahlen des komplexen Za - 
lensystems T. Eine Zahl a in P heiBe <C oder o, je **ac 
dem in dem betreffenden Ausdrucke a der erste Koef zen 
* 0 < Oder > o ausfallt* Sind irgend zwei Zahlen a, P des kom- 
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plexen Systems T vorgelegt, so heiBe a < bez. a > 0 , je 
nachdem a — £ < o oder > o ausfallt. Es leuchtet ein, dafi 
bei diesen Festsetzungen alle formalen Regeln und Gesetze, 
wie bei den gewohnlichen reellen Zahlen, gultig sind; da- 
gegen gilt fur unser System T das Archimedische Axiom nicht, 
da ja, wie groB auch die positive reelle Zahl A gewahlt sei, 
stets Af<d i bleibt; unser komplexes Zahlensystem T ist ein 
Nicht-Archimedisches System. 

Sind cr, /3 irgend zwei Zahlen des Systems T y und bedeutet 

i die imaginare Einheit I, so heiBe 

7 = a -h 

eine imaginare Zahl zum komplexen System T. 

Ist ferner x ein Ausdruck von der Gestalt 


r a l l n + 1 4- u 8 / n + a 4- 


wo a 0 (=|- o), a x , a 3 , . . . reelle Zahlen bedeuten und der Ex¬ 
ponent n der niedrigsten Potenz von /positiv ausfallt, so heiBe 
x eine unendlich k/eine Zahl des komplexen Systems T. 

Offenbar laBt sich stets die unendliche Reihe 


J —8 


. . (» + «> | 0+ *2* T * _i_ (I i: Oil. x 

f i! ^ 2! ' 3! t 


2! 


nach steigenden Potenzen von / ordnen, und stellt dann eine 
imaginare Zahl zum komplexen System 7 * dar; wir bezeich- 
nen diese imaginare Zahl mit + Ist dann noch # irgend- 
eine gewohnliche reelle Zahl, so setzen wir 

e**. + •')*„ e i& + ii+$)r. 


Nunmehr konstruieren wir mit Hilfe des komplexen Zah- 
lensystems T eine ebene Geometric wie folgt: 

Wir denken uns ein Paar von Zahlen ( x 9 y) des Systems T 
als einen Punkt und die Verhaltnisse von irgend drei Zahlen 
{u : v : w) aus falls u t v nicht beide o sind, als eine Ge- 
rade; ferner moge das Bestehen der Gleichung 

ux 4- 4" *0 *- o 

ausdrucken, daB der Punkt ( x,y ) auf derGeraden ( u:v:w) liegt. 
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Beriicksichtigen wir die obige Festsetzung, derzufolge die 
Zahlen in T sich ihrer GroBe nach anordnen lassen, so konnen 
wir leicht solche Festsetzungen for unsere Punkte und Ge- 
raden treffen, daB auch die Axiome II der Anordnung saint- 

Uch erfullt sind. In der Tat, stellen {x 1 ,yj, (•*,(-*3 >->'ah; • ■ 
irgendwelche Punkte auf einer Geraden dar so moge dies 
ihre Reihenfolge auf der Geraden sein, wenn die Zahlen , 
... oder^ ^ dieser Reihenfolge entweder 

bestandig abnehmen bez.wachsen; um femer die F °rderung 
des letzten Axioms der Anordnung II 4 *« erfuUen, haben 
wir nur notig festzusetzen, daB alle Punkte (xy), fur die 
+ vy + w kleiner oder groBer als o ausfallt, auf der 

einen bez. auf der anderen Seite der Geraden (u : » : «*») gf>- 

legen sein solien. r , 

Wenn zwei Punkte A, B beide zugleich entweder auf der 

^-Achse Oder auf derjt-Achse liegen, so nennen w.r die ab¬ 
solute Differenz der Abszissen bez. der Ordinaten iese ^ 
den Punkte ihre Entfemung oder auch die Lange der durch 
sie bestimmten Strecke. Nunmehr defimeren wir das Abtrage 

von Strecken und Winkeln durch die ParaUelverschiebungen 

und Drehungen der Ebene in sich wie folgt: Die Parallel- 
verschiebung wird durch erne Transformation von e 


8 talt 

x' = x -h 


y—y + p 

oder 

x' + iy = ^ + iy -r a + 


vermittelt, worin a, Zahlen in 7, naxmic j 

der Parallelverschiebung in Ricbtung der Ac sen sin 
Drehung der Ebene um den Koordinatenanfangspunkt (o, o) 

werde durch die Forme 1 

4. iy' = ^^ + (1+0* {x -f iy) 

vermittelt, worin # irgendeine reelle Zahl bedeutet ^ 
irgendeine unendlich kleine Zahl im komplexen ys em 
deutet; -0 - + t heifie der Drehungswinkel dieser re ung 
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Zunacbst ist klar, daB bei alien Verschiebungen und Dreh- 
ungcn der Ebene jede Gerade wiederum in eine Gerade uber- 
geht, und zugleich die Anordnung der Punkte auf einer Ge- 
raden, sowie ihre Lage zu der Geraden ebenfalls unveran- 
dert bleibt. 


Es seien nun (.v,>) und (x\y') irgend zwei vom Koordi- 
natenanfangspunkt verschiedene Punkte. Die Punkte der Ver- 
bindungsgeraden von (xy *) mit dem Koordinatenanfangs- 
punkt wcrden durch die Ivoordinaten fix', fty' dargestellt, wo- 
rin ju irgendeine Zahl des komplexen Systems T bedeutet. 
Wir wollen nun zeigen, daB es stets eine Drehung um den 
Koordinatenanfangspunkt gibt, durch welche der Punkt (x,y) 
in einen Punkt jener Verbindungsgeraden ubergeht Zu dem 
Zwecke untersuchen wir die Gleichung 

,<* + (i + Or( Jf ,y) _ + iy y 

Durch Division mit der konjugiert imaginaren Gleichung folgt 

,2 i (.9 + r) *. + O' = *' +j>' 

.V — ty x’ — ty’ 9 

oder 


worin 


tr 3 « (' v + r) 


$ + M?. 


gesetzt ist. 


£ -f *rj 
Wegen 


— IV 

= - v -f >y 

£* + If*- 


' I / 

* / 
-v - IV 


I 


folgt, daB r\ solclie Zahlen in T sind, bei deren Darstellung 

durch t die niedrigsten Exponenten der Potenzen von t O 

sind, und mindestens einer derselben = o ausfallt. Wir komTen 
mithin setzen 



a 


t' 

* 


v = 4- V* 

worin aj> gewohnliche rcellc Zahlen mit der Quadratsumme i > 
und £', rj' uneudlich kleine Zahlen in T bedeuten. 

Die reelle Zahl 0- ist durch die Gleichung 


Basiswinkel ini gleichschenkligen Dreieck 


1 3 1 


bis auf gauze Vielfache von tt, und feraer r 
kleine Zahl in T durch die Gleicbung 


e 2ir 


= I 4 


4' 4 *V 

a -f- ib 


als unendlich 


vollig eindeutig bestimmt. Nach Einsetzung von O und r in 
die urspriingliche Gleichung folgt fi eindeutig als eine Zahl 
in T. Wir sehen daraus, daB es stets eine Drehung von der 
gewiinschten Beschaffenheit gibt, und daB diese Drehung bis 
auf Drehungen um den Winkel it eindeutig bestimmt ist. 

Nunmehr nennen wir irgendwelche Strecken und Winkel 
einander kongruent oder gleicli, sobald es gelingt, dieselben 
durch Verschiebungen und Drehungen derEbene miteinander 
zurDeckung zubringen. TJnsere obigeEntwickelungzeigt dann, 
daB die samtlichen AxiomelH erfulltsind, wobeidasletzte Kon- 
gruenzaxiom im engeren Sinne III 6 zu verstehen ist. Auch gilt, 
wie man sieht, das Parallelenaxiom IV, und aus der Formel fiir 
die Drehung kann ferner leicht ersehen werden, daB auch das 
Axiom V 2 der Nachbarschaft in unserer Geometrie giiltig ist. 

Wir fassen dies wie folgt zusammen: 

In unserer Geometrie gelten die samtlichen oben 
aufgestelltenAxiome dergewohnlichen ebenenGeo- 
metrie mit Ausnahme des Archimedischen Axioms 
V i, so jedoch, daBda6 Axiomiiber dieDreieckskon- 
gruenz dabei in der engeren Fassung III 6 zu ver 
stehen ist. 

Wir leiten noch einige weitere Satze ab, die in unserer 
Geometrie giiltig stnd: 

In unsererGeome trie gibt eseinenrechtenWinke, 

und jeder beliebige Winkel ist haibierbar. 

In der Tat, * ist gewiB ein rechter Winkel, weil derselbe 

bei einer Drehung um ~ in seinen Nebenwinkel iibergeht. 
Ebenso leuchtet ein, daB, wenn 0 4 T einen beliebigen Winkel 
bedeutet, * 4 -1 die Halite desselben ist. 
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Wir fiihren nun den Begriff der Spiegelung an einer Ge- 
raden a wie folgt ein: Fallen wir von irgendeinem Punkte A 
auf irgendeine Gerade a das Lot und verlangern dieses um 
sich selbst uber den FuBpunkt B hinaus bis A , so heiBe A 


der Spiegelpunkt von A. Wir wahlen zuniichst zur Geraden 




a die Jtr-Achse und fur A einen 
Punkt im positiven Quadranten 
mit den Koordinaten a, ( 3 . Der 
Winkel A OB zwischen demHalb- 
strahl OA und der positiven 
A-Achse sei & -f- x, und zwar 
moge der Punkt a* = y auf der 
A-Achse bei derDrehung um den 
Winkel * 0 --f-x in den Punkt/luber- 
gehen, so daB 

« 4 - 


wird. Der Spiegelpunkt A' des Punktes A in bezug auf die 
or-Achse hat die Koordinate a, —p. Fiihren wir mithin die 
Drehung um den Winkel r aus, so entsteht aus dem 

Punkte A' ein Punkt, der durch die imaginare Zahl 

9 + (1+ <)« („ _ ,-p) — “ ,(J (a - »P) — 


dargestellt wird, d. h. der entsprechende Punkt liegt auf der 
or-Achse; folglich ist der Winkel A' OB ebenfalls gleich O-fx 
und stimmt mithin mitdem Winkel A OBi iberein. Wirsprechen 
dies Resultat wie folgt aus: 

Wenn in zwei symmetrisch liegenden rechtwink- 
ligen Dreiecken die bei den Katheten ubereinstim- 
men, so sind auch die entsprechenden Winkel an 
der Hypotenuse einander gleich. 

Wir folgern hieraus zugleich den allgemeineren Satz: 

Im Spiegelbilde einer Figur stimmen die Winkel 
stetsmitdenentsprecheudenWinkelnderursprung- 
lichen Figur iiberein. 
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Es sei a irgendeine Gerade durch den Anfangspunkt O, 
und O- + r sei der Winkel zwischen a und der Ar-Achse: 
dann erhalt man zn dem beliebigen Punkt den Spie- 

gelpunkt in bezug auf die Gerade a, indem man die Ebene 
zunachst urn den Winkel — 9 — z dreht, sodann an der a> 
Achse spiegelt und schlieijlich die Ebene um den Winkel 
• 9 - + t dreht. Die Ausfuhrung dieser Operationen liefert der 
Reihe nach aus der imaginaren Zahl at -f- ,y die Zahlen 

+ 7>)> __ 

+ _ , y) _ e *n* + r Hx _ 2>) . 

mithin wixd die Spiegelung an der Geraden a durch die 
Forme] 

■*'+ »>' — ,*'<* + *>(*■_ iy) 

fiir den Spiegelpunkt vermittelt. 

Nun mogen a ,, <z 2 ebenfalls zwei Gerade durch den An¬ 
fangspunkt O und d, -f- Tj bez. + r 2 die Winkel bedeu- 
ten, die diese Gerade mit der .v-Achse einschlieBen. Fiihren 
wir der Reihe nach die Spiegelungen an der Geraden a, a ., a, 

aus, so wird die entsprechende Transformation des Punktes 
(-V t J') durch die Forme] 

vemitteit, und hieraus entnehmen wir das folgende Resultat: 

Wenn man an irgend drei durch einen Punkt 
gehenden Geraden nacheinander die Spiegelung 
ausfuhrt, so ist die dann entstehende Transfor¬ 
mation der Ebene wiederura eine Spiegelung. 

Aus diesem Satze beweisen wir leicht die weiteren Satze: 
Die Mittelsenkrechten auf den drei Seiten eines 
Dreieckes treffen sich in einem Punkt. 

Wenn in einem Vierecke AB CB ohne einsprin- 

gende Ecken die Winkel A CB und ABB iiberein- 

stimmen, so sind auch die Winkel ^^Cund BBC 
einander gleich. 
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Die genannten Satze geniigen, um die Proportionenlehre 
ohne Hilfe des Satzes vom gleichschenkligen Dreieck zu 
begriinden; man hat nur notig, den in meiner Festschrift 
„Grundlagen der Geometrie“ (§§ 14—16) dargelegten Be- 
weis in geeigneter Weise ab/.uandern, was leicht geschehen 
kann. Wir erkennen hierans, daB es zur Begrundung der 
Proportionenlehre in tier ebenen Euklidischen Geometrie 
nicht des vollstandigen Axioms von der Dreieckskongruenz 
im weiteren Sinne III 6* bedarf, sondera daB dazu die- 
jenigen Bestandteile dieses Axioms hinreichen, die in den 
eben genannten Siitzen enthalten sind. 

Der Fundamentalsatz der Proportionenlehre lautet: 

Schneiden zwei P a r a 11 e 1 e auf den Sclienkeln eines 
beliebigen Winkels die Strecken </, b bez. a\ b‘ ab, so 
gilt die Proportion 

<7 : b — a' : b 

Umgekehrt, wenn vier Strecken <2, b % a\ b' diese 
Proportion erfiilien, und a, a' und b, b' je auf einem 
Scheitel eines beliebigen Winkels abgetragen wer- 
den, so sind die Verbind angsgeraden der End- 
punkte von b bez. von a\ b' einander parallel. 

Dieser Satz konnte auch direkt aus dem Umstande ab- 
geleitet werden, daB in unserer Geometrie die Geraden durch 
lineare Gleichungen definiert sind, und zugleich erkennen 
wir hierans diese Tatsachen: 

In unserer Geometrie gelten die Schnittpunkt- 
siitze von Pascal und Desargues, und daher uber- 
haupt alle Satze der projektiven Geometrie. 

Wir kommen nun zu der wesentlichsten Frage, ob in un¬ 
serer Geometrie der Satz von der Gleichheit der Basiswinkel 
des gleichschenkligen Dreieckes gilt. 

Zum Z we eke dieser Untersuchung sei a eine Gerade durch 
den Koordinatenanfang O, die mit der .v-Achse den Winkel 
&r einschlieBt; femer sei A ein Punkt auf a so, daB die 
Strecke OA = 1 ausfallt, und A' sei der Spiegelpunkt von 
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• A in bezug auf die j*:-Achse. Urn die Koordinaten (x, y) des 
Punktes A zu berechnen, bedenken wir, daB die Drehung 
urn den Winkel * ■O' x den Punkt A in den Pnnkt mit 
den Koordinaten I, o uberfiihren mu8; wir haben mithin 

e ~ * ^ — (1 + o * (jf 4. /» = i. 


und folglich 
d. h. 


X -j- iy = + + 


JT ==* OS = e r cos (#■ -f- r), 

>’ — AS — A'S — e x sin 4 t). 

Um die Lange der Strecke OA' zu berechnen, bedenken 
wir, daB A' die Koordinaten x,—y besitzt; die Drehung 
um den Winkel -0- 4 t liefert mithin 

+ ( l + - /J,) = € i & + (1 + 0 * - i & + (1 - i) t ^ 

d. h. die Strecke OA' fallt gleich e tx aus, und sie unter- 
scheidet sich mithin von der Strecke i um eine unendlich 
kleine von o verschiedene komplexe Zahl. 

Wir ersehen hieraus, daB im allgemeinen inzweisym- 
metrisch liegenden rechtwinkligen Dreiecken mit 
ubereinstimmendenKatheten die Hy - 
potenusen voneinander verschieden 
ausfallen, und mithin bei der Spiege- 
lunganeinerGeraden die St re k- 
ken im Spiegelbilde denjeni- 

geninderurspriinglichenFigur 

nicht notwendig gleich sind. 

Jn unserer Geometrie gilt nicht der Satz vom 
gleichschenkligeti Dreieck und also auch nicht ^ 

das Axiom von der Kongruenz der Dreiecke im 
iveiteren Sinne. 

Wir erortem noch in unserer Geometrie die Euklidische 
Lehre vom Flacheninhalt der Polygone und den Satz von der 
Geraden als der kurzesten Verbindung von zwei Punkten. 
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Was die erste Frage betrifft, so mogen zwei Poly gone 
UgungsgUich heiBen, wenn sie in eine endliche Anzahl von 
Dreiecken zerlegt werden konnen, die paarweise einander 
kongruent sind, und zwei Polygone mogen inhaltsgleich heiBen, 
wenn es moglich ist, zu denselben zwei zerlegungsgleiche 
Polygone zuzufiigen, so daB die beiden zusainmengesetzten 
Polygone einander zerlegungsgleich sind. 

Aus diesen Definitionen wird leicht die Inhaltsgleich- 

heit zweier Dreiecke mit gleicher Grundlinie und 
gleicher Hohe bewiesen. 

Auch gilt in unserer Geometrie der Pythagora- 
ische Lehrsatz, demzufolge die beiden Quadrate 
uber den Katheten irgendeines re c h t wi n kli gen 
Dreieckes zusammen inhaltsgleich dem Quadrate 
liber der Hypotenuse sind. Denn wir erkennen, daB in 
dem Euklidischen Beweise des Pythagoraischen Lehrsatzes 
durchweg nur die Kongruenz von gleichliegenden Dreiecken, 

und mithin nur das Axiom uber die Dreieckskongruenz im 
engeren Sinne benutzt wird. 


Wenden wir den Pythagoraischen Lehrsatz auf die beiden 
vorhin konstruierten symmetrisch liegenden rechtwinkligen 
Dreiecke , OAB und OA'B (Fig. S. .35) an, so folgt, daB 
die Quadrate uber den beiden Ilypotenusen OA =. i und 
CM'-,*' einander inhaltsgleich sind. d. h. es gibt in un- 

Ser ^,- C ' e °“ etrie Quadrate, derenSeiten sich urn un- 
endlich kleine von o verschiedene Zahlen unter- 

scheiden und die dennoch einander inhaltsgleich 
sind. 0 


Infolge d.esesUms tan des hat in unserer Geometrie 

, Cr ^ mentaleSatzEuklid8 ' 'vonachzweiinhalts- 
g eicne Dreiecke mit gl ei ch er Grun dlini e stets von 

g eicher Hohe sind, ebenfalls keine Gultigkeit. 

Unsere Geometrie fiihrt uns mithin zu folgender Frkenntnis: 

£s ist unmoglich, auf das Axiom dor Dreieckskongruenz im 

Stnne die Kuklidische I.ehre vom Flacheninhalt k be grun- 
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den - selbst wenn die Gultigkeit der Proportionenlehre hinzu- 

nimmt . 


In meiner Festschrift ,,Grundlagen der Geometrie** habe ich 
den Satz Euklids von der Gleichheit der Hohen in inhalts- 
gleichen Dreiecken auf gleicher Grundlinie dadurch bewie- 
sen, daB ich den Begriff des FlachenmaBes einfuhrte. Dieses 
FlachenmaB habe ich als das halbe Produkt aus Grundlinie 
nnd Hohe definiert- Der Nachweis, daB diese GroBe davon 
unabhangig ist, welche Seite des Dreiecks man als Grundlinie 
wahlt, erfordert in der Tat die Benutzung symmetrisch ge- 
legener ahnlicher Dreiecke, und mithin das Axiom uber die 
Dreieckskongruenz im weiteren Sinne. 

Da in unserer Geometrie die bekannte Beziehung zwischen 
der Hypotenuse und den Katheten eines rechtwinkligen Drei¬ 
ecks, welche in der gewohnlichen Geometrie aus dem Pytha- 
goraischen Lehrsatz geschlossen wird, nicht gilt, so mochte ich 
unsere Geometrie eine A T icht-Pythagoraische Geometrie nennen. 

Eine weitere Folgerung, die Euklid aus dem Satze von 

der Gleichheit der Basiswinkel im gleichschenkligen Dreieck 

zieht, ist der Satz, daB in jedem Dreieck die Summe zweier 

Seiten groBer als die dritte ausfallt. Um die Gultigkeit dieses 

Satzes in unserer Geometrie zu priifen, nehmen wir in dem 

rechtwinkligen Dreieck OA'B (Fig. S. 135) # = o, so daB 

die Hypotenuse OA' mit der Kathete OB den unendlich 

kleinen von o verschiedenen Winkel r einschlieBt. Wir er- 

halten dann die Summe der beiden Katheten durch die kom- 
plexe Zahl 


<? T (cos r -}- sin t) 


(l + T + +■•)( 

1 + 2 x -f- r 8 H- • • • 




-4- T 



ausgedriickt, und diese Zahl ist offenbar um eine imendlich 
kleine von o verschiedene Zahl kleiner als die Hypotenuse 

OA' ~= e %r = 1 -f- 2r -f- 2t 2 -f - 


• • • 



138 


Anhang II 


Der Satz, wonarh die Summe zweier Seiten in 
jedem Dreieck groBer als die dritte ist, gilt also 
nicht in unserer Geometrie. 

T \ir erkennen hieraus die zvesenf/iche Abhdngigkeit dieses Satzes 
von dem Axiom iiber die Dreieckskongruenz im zveiteren Sinne. 

Wir fassen die hauptsachlichsten aus unseier Nicht-Pytha- 
goraischen Geometrie entspringenden Resultate zusammen 
wie folgt: 

Verstrhen zvir das Axiom iiber die Dreieckskongruenz im engeren 
Sinne und nehmen zvir von den Stetigkeitsaxiomen nur das Axiom 
der JVachbars chaff als giiltig an, datin ist der Satz von der Gleirh- 
heit der Pasiszvinkel im gleirhschenkligen Dreieck nicht bnveisbar , 
se/bst dann nicht , 7Venn zvir die Ixhre von den Proportionen a/s 
giiltig voraussetzen. Ebensozvenig folgt die Euhlidische Eehre von 
den PI dr hen in ha lfen ; auch der Satz zvonach die Summe zzveier Seiten 
im Dreieck graft er als die dritte ausfdllt , ist keine nohvendige Folge 
der gemachten Annahmen. 

Wir wollen noch eine andere Nicht-Pythagoraische Geo¬ 
metrie konstruieren, die sich von der eben behandelten Geo¬ 
metrie dadurch unterscheidet, daf$ in ihr das Archimedische 
Axiom (V 1), dagegen nicht das Axiom von der Naehbar- 
schaft (V 2) giiltig ist. 

Man betrachte den Bereich SI aller derjenigen algebra- 
ischen Zahlen, welche hervorgehcn, indem man von der 
Zahl 1 ausgeht und eine cndliche An/.ahl von Malen die vier 
Rechnungsoperationen: Addition, Subtraktion, Multiplikation, 

Division und die fiinfte Operation j/1 -f- co* anwendet, vvobei 
ca jedesmal eine Zahl bedeuten kann, die vermoge jener funf 
Operationen bereits entstanden ist. 

Wir denken uns ein Paar von Zahlen x\ y aus_Q als einen 
Punkt und die Verhaltnisse von irgend drei Zahlen (u:v:w) 
aus falls u, v nicht beide o sind, als eine Gerade; ferner 
moge das Bestehen der Gleichung 

ux -\- vy 7v 


o 
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ausdriicken, daB der Punkt U, y) auf der Geraden (u:v:u>) 
liegt. 

Die Anordnung der Punkte und Geraden, sowie die Fesfc- 
setzung iiber die Parallelveischiebung treffen wir genau wie 
vorhin, dagegen weichen wir von der friiheren Festsetzung 
hmsichtlich derDrehungumeinenPunktinfolgenderWeiseab: 


A-Vir fassen die Punkte der Geraden jr *-= 1 ins Auge; da 
dieselben ein abzahlbares System biiden, so konnen wir s:e 
in dieseReihe bringen: P iy P $y S> 5y .... Es sei dann allgemein 
der Winkel, unter welchem die Verbindungslinie des Punk- 
tes P k mit dem Koordinatenanfang die A-Achse schneidet. 
Wir wahlen nun aus der Reihe eine soiche 

Reihe , & k ^ y > , . . . aus, daB fur keinen Wert von n eine 
Gleichung von der Gestalt 


*** 'l**. +-1" 

bestebt, wo r, r l9 r s , .. r jt _ i rationale Zahlen sind, wahrend 

andererseits fur jedes k sich ein Wert von n bestimmen laBt, 
so daB 

= rn -f- r x ^ -f-b r n & kn 

besteht, wobei r, r 1$ r 2 , . . .. r n rationale Zahlen sind. 

Die Drehung unserer Ebene um den Winkel O werde 
dann durch die Formel 


vermittelt. x O'' = * t&k + r » (-*' -f- (y) 

Es stellt sich heraus, daB in dieser Geometrie samtliche 
Axiome I bis IV erfiillt sind, wenn das Axiom iiber die 
Dreieckskongruenz im engeren Sinne III 6 verstanden wird. 
AuBerdem gilt das Archimedische Axiom V 1, dagegen nicht 
das Axiom der Nachbarschaft V 2. Auch die oben genannten 
Satze und die aus diesen zu ziehenden Forderungen, ins- 
besondere die Proportionslehre ist giiltig. Dagegen gilt nicht 
derSatz von der Gleichheit der Basiswinkel im gleichschenk- 
ligen Dreieck, und folglich auch nicht die Euklidische Lehre 
vom Flacheninhalt. Der Satz, daB die Summe zweier Seiten 

II 1 ! l> e r t: Cirundlaijen der (xeomctiie. 6. Aufl. lO 
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groBer al3 die dritte ist, gilt in unserer Geometrie ebenfalls 
nicht, da ja aus diesera Satze das Axiom der Nachbarschaft 

V 2 notwendig folgen wiirde. 

Zur Gultigkeit des Satzes van der Gleichheit der Basiswinkel 
im gleiehschenkligen Dreieek sind within beide Stetigkeitsaxiome 

V i, V 2 erforderlich: in der Tat haben wir in dem fruheren 
Beweise am Anfange dieser Untersuchung (S. 124—127) 
jedes dieser beiden Axiorae benutzt. 


Wir haben oben (vgl. S. 123) erwahnt, daB aus dem Drei- 
eckskongruenzaxiom in der engeren Fassung III 6 und 
den vorangehenden Axiomen notwendig das Kongruenz- 
axiom III 6* und mithin allgemein die lvongruenz der Fi- 
guren in der weitercn Fassung folgt, sobald wir den Satz 
voa der Glcichheit der Basiswinkel im gleirh9chenkligen Drei- 
eck als giiltig rmnehmen. Fs erscheint mir bemerkenswert, 
dab diese F.rgaDrung des Kongruenzaxioms in der engeren 
Fassung ITT O uoch auf erne ganz andere Weise gcschehen 
kanu, namlich inittels einer sehr anschaulichen Forderung, 
dcren Inhalt wcsentlich mit dem iu den Grundlagen von mir 
bewiesenen Satz 33 (S. 61) iibereinstimmt und die anderer- 
seits, wie v/ir in dieser Note (vgl. S. 13O) gczcigt haben, nicht 
tine Folgeruug der Kongrucnzsatze ira engeren Sinne ist. 

b.s seien die BegriiTe ,,zerlegungsgleioh‘* und ,, in halts- 
gleich“ wie in iS der „Grundlagen der Geometrie* 4 dctiniert 
— so jedoch, daB dabei <1er KongruenzbegritY im engeren 
Sinne zu versteheu ist. Dementsprecbend werden im Folgen- 
den stets mir das Kongruenzaxiom in der engeren Fassung 
111 6 und die vorangehenden Axiome I. II, III i — 5, sowie 
tlas Parallelaxiom IV angewandt. 

Die fragliche borderung, die dann als Ergiinzting dienen 
soli, lautet: 

Axiom der Pin/age rung. Pin JPoiygon ist nirmals mit ein err. 
Polygene zer/egungsg/eich, dessen Begrenzung inrtere Punkte , v- 
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dock kerne aufieren Punkte des erstere?i Polygons enthdll d. h. das 
dem ersteren einge lager t is/. 

Zunachst folgt aus diesera Aziom leicht der Satz: 

Ein Polygon ist niemals mit einem Polygone inhalts¬ 
gleich. das dem ersteren Polygone eingelagert ist. 

In der Tat, ware ein Polygon Pdem innerhalb .Pgelegenen 
Polygon Q inhaltsgleich, so muBten zwei einander zerlegungs- 
gleiche Polygone P' und Q' existieren, so daft das Polygon 
P H- P' mit dem Polygon Q -f- Q' zerlegungsgleich ware. 
Da dann auch PP' mit P -f- Q' zerlegungsgleich ware, 
so miiftten auch die Polygone P Q’ und Q -f- Q' zer- 
legungsgleich sein, was dem aufgestellten Axiom der Ein- 
lagerung widerspricht. 

Nunmehr beweisen wir der Reihe nach die folgenden 
Satze: 

Wenn in einem Dreieck ABC die beiden Winkel 
bei A und P einander gleich sind, so sind auch stets 
die diesen Wi nkeln gegeniiberliegeaden Seiten eia- 
ander gleich. 

Zum Beweise bestimmen wir auf AB die Punkte P und 
JD y so daB AD = PC und P Id— AC wird. Nach dem ersten 
Kongruenzsatze in der engeren Fassung folgt die Kongruenz 
der Dreiecke DACur.di CP P; diese 
beiden Dreiecke sind roithin auch 
inhaltsgleich. Wir schliefien hieraus, 
dafi auch ihre Grundliaien AD und 
PP miteinander iiberein- 
stimmen. Ware dies namlich 
nicht der Fall und nehmen 
wir etwa AD' = PP y so wur- 
de nach dem bekannten Eu- 

klidischen Verfahren (vgl. S. 55) folgen, daB die beiden Drei¬ 
ecke AD C und P PC einander inhaltsgleich sind. Dann aber 
muBten auch die Dreiecke ADC und AD'C einander inhalts¬ 
gleich sein, was dem vorhin aus unserem Axiom derEinlagerung 

10* 
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gewonncneu Satze widerspricht. Die Gleichheit der Strecken 
AD und B Jl fiihrt unmittelbar zu der von uns aufgestellten 



Zum Beweise nehinen wir im Gegeuteil an, daB der Winkel 
CAB groBer als <5^ CBA sei. Sodann bestiramen wir auf 
der Geraden AB die Punkte A' und /?' derart, daB 


CA'B = <C CBA und <£ CB'A = CAB 
wird. Nach dem vorhin bewiesenen Satze ist mithin 

CA' = CB und CB'*= CA , 
and hieraus folgt mit Benutzung der Voraussetzung: 

(1 *) CA’—‘CB\ 

Wcnden wir den Satz vom AuBenwinkel auf die Dreiecke 
AC A' und BCB' an, so erhalten wir die Gleichungen 

<£ AC J' — -X CAB — CA B 

und 

BCB' = CB'A — ^ CBA ; 

mithin ist 

(2*) <£; A CA' B CB 

Die Formeln ( 1 *) und (2*) in Verbindung mit der Voraus- 
setzung lehren, daB die Dreiecke AC A' und BCB ' im 
engeren Sinne miteinander kongruent sind; d ann aber ware 
auch insbesondere 

sC AA'C ^ -cV BB C. 

Diese Folgerung ist ein Wtdersinn, da die beidtfn Winkel 
bzw. inncrer Winkel und nicht anliegender AuBenwinkel im 
Dreieck A B’ C sind. 
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Damit ist der aufgestellte Satz bewiesen, unci wir erkeunen 
zugleich, daft die Dreieckskongruenzsatze im weiteren Sinne 
eine notwendige Folgerung aus dem Kongruenzaxiom in der 
engeren Form III6 sind, wenn man noch das obige anschau- 
liche Axiom der Einlagerung betreffend den Begriff der Zer- 
legungsgieichheit zu Hilfe nimmt. 

Mit Hilfe der beiden Stetigkeitsaxicme V i und V z ist es 
noch nicht moglich, die ebene Geometrie als identisch mit 
der gewohnlichen analytischen „Cartesiscben“ Geometrie 
nachzuv/eisen, in der je dem Zahlenpaar ein Punkt der Ebene 
entspricht. Zu cliesem Nachv/eise ist aber weder das Axiom 
vom Dedekindschen Schnitte noch das Axiom von der Exi- 
stenz der Grenzpunkte notwendig; vielmehr geniigt es, das 
Axiom V 2 durch das Axiom allgemeineren Charakters zu 
ersetzen, welches ich bereits in den „Grundlagen der Geo¬ 
metric" x ) aufgesteilt und Axiom der Vollstdndigkeit genannt 
habe. 


O § ® S. 22; man vergleiche auch meinen Vortrag iiber den Zahl- 
begrjfT; Berichte der deutsclien Matkematiker-Vereinigung, 1900. (An- 
hang VI.) 


Zu Anhang II «. 


S. 259. 



Anhan g III. 

Neue Begrlindung der Bolyai-Lobatschefsky- 

schen Geometric. 

[Abgc&ruckt aus Math. Ann. Bd. 57.] 

In meiner Festschrift „Grundlagen der Geometrie“ Kap. I 
(S. 2 — 23J 1 2 ) habe ich ein System von Axiomen fiir die Eukli- 
dische Gcometrie aufgestellt und dann gezeigt, daB lediglich 
auf Grund der die Ebene betrefl'enden Bestandteile die3er 
Axiorae der Aufbau der ebenen Euklidischen Geometrie mog- 
lich ist, selbst wena man die Anwendung der Stetigkeits- 
axiome vermeidet. In der folgenden Untersuchung ersetze ich 
das Parallelenaxiom durch cine der Bolyai-Lobatschefsky- 
schen Geometrie entsprechcnde Forderung und zeige dann 
ebenfalls, dajl ausschliefilich auf Grund der ebenen Axiome ohne 
Amvendung von Stetigkeitsaxiomen die Begriindung der Bolyai - 
Lobatschefskyschen Geometrie in der 2 d bene mug l ich ist.*) 

1) Vcrgleicho auch mcine Abhandlung .,t)ber den Satz von der 
Gleichhcit dev Basis winkcl im gleichschenkligcn Drcieck". Procee¬ 
dings of the London Mathematical Society, Bd. 35. 1903 v Anh:mg II). 

2) Inzssischcn ist das entsprechcnde Problem auch unabhlinglg 
von dem die Bolyai-I-obatschefskysche Geometric kenn. eichucnden 
A xiom IV S. 147 untcrsucht worden. Zuniichst hat M. Dcbn in der 
Abhandlung ,,fiber den Inhnlt sphlirischcr Drciecke" Math. Ann. 
Bd. 60 fiir die ebene clliptischc Geometrie ohne Anwendung von 
Stetigkeitsaxiomen die I.chre von den Flachcninkalten begrundet; 
sodarm gclang cs G. He s sc nbe rg , in der Abhandlung ,,Bcgrundung 
der clliptischen Geometric' Math. Ann. Bd. 61 unter dcnselben Vor- 
nussctzmigen auch den ‘Nachweis dev Schnittpunktsatze lur die ebene 
clliptischc Geometric /.u erbriugen, und endlich hat J. Hjelmslcv 
in der Abhandlung „Ncuc Begriindung dev ebenen Geometric" Math. 
Ann. Bd. b j gezeigt, daB die ebene Geometrie sick ohne StoLigkeits- 
axiomc und so gar ohne irgendeine Annahme iiber die sich schneiden- 
den odcr nir-ht schneidcndcn Geradctv uufbaucn lalit. 
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Diese neue Begriindung der Bolyai-Lobatschefskyschen 
Geometrie steht, wie mir acheint, auch hinsichtlich ihrer Ein- 
fachheit den bisher bekannten B egrun dungs art en, namlich 
derjenigen von Bolyai und Lobatschefsky, die beide-sich 
der Grenzkugel bedienten, und derjenigen von F.Klein mit- 
tels der projektiven Methode nicht nach. Die genannten Be- 
grundungen benutzen wesentlich den Raum sowohl wie die 

Stetigkeit. 

Zur Erleichterung des Verstandnissea steile ich nach meiner 
Festschrift „Grundlagen der Geometrie** die Axiome der 
ebenen Geometrie zusammen, wie folgt: 

I. Axiome der Verkntlpfung. 

I I. Zzvei voneznander verse hie dene Punkte A und B bestimmen 
stets eine Gerade. 

I 2. Jrgend zzvei voneznander verschiedene Punkte einer Gera den 
besiimmen diese Gerade. 

I 3. Auf jeder Geraden gibt es zvenigstens zzvei Punkte. Ids gibt 
utenigstens drei Punkte , zuelche nicht in einer Geraden liegen. 

II. Axiome der Anordnung. 

^ II I . Wenn A , P, C Punkte einer Geraden sind und B zzuischen 
A und C liegt y so liegt auch B zzuischen C und A. 

II 2. Wenn A und B zzvei Punkte einer Geradezi sind y so gibt 
es zvenigstens einen Punkt C, der zzuischen A und B liegt , und 
zvenigstens einen Punkt B) y so dajt B zwischen A und D liegt. 

II 3. Unter irgertd drei Punk ten einer Geraden gibt es stets einen 
und ?iur einen Punkt y der zzuischen den beiden anderen liegt. 

Erklarung. Die zwischen zwei Punkten B und B ge- 

legenen Punkte heiBen auch die Punkte der Strecke AB 
Oder BA. 

II4. Ps seien A, B y C drei nicht in gerader Linie gelegene Punkte 
und a eine Gerade , die keinen der Punkte A y B y C trif/'t; zueun dann 
diese Gerade durch einen Punkt der Sire eke AB geh£ y so geht sie 
gezuiji auch durch einen Punkt der Strecke B C oder der Strecke A C. 
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III. Axiome der Kongrucnz. 

Erklarung. Jede Gerade zerfallt von irgendeinem ihrer 
Punkte aus in zwei I/albgerade (Halbstrahlen) oder Half ten. 

Ill I. Wcnn A, It ztvci Punkte der Geraden a sind und A' ein 
7 y itnkl einer Geraden a' 1st, so kanrt man auf cinergegebenen didfie 
der Geraden a' von A' aus stels einen und nur einen Punkt B' finden, 
so dap die Streeke A B der Sireeke A'B' kongruent oder gleich ist y 
in Zeichen : 

AB ~ A’B'. 

Jede S/re eke ist sick se/bst kongruent; in Zeichen: 

AB ^ AB und BA = AB. 

Ill 2. I Venn die Streeke AB sotvohl der Streeke A' IP a/s auch 
der Streeke A"B" kongruent ist, so ist auch A'B ' der Streeke 
A'B" kongruent. 

Ill 3. /'is seien A B und BC zivei Slreeken ohne gemeinsa/ne 
Punkte auf a und femer A B und B C zivei Strecken ohne ge¬ 
nie in same Ihinkte auf einer Geraden a ; 7Venn dann A B ^ A'B' 
und ItC ~ B'C\ so ist auch AC . - A C. 

Erklarung. Ein von einem Punkte A ausgehendes Paar 
von Ilalbgeraden h und k y die nicht zusammen eine Gerade 

ausmachen, nennen wir einen I Vinkel und bezeichuen jhn 
entweder mit 

(hk) oder (kh). 

Die Punkte der Ebene, welche bezuglich h auf dersclben 
Seite wie k und zugleich bezuglich k auf dcrselben Seite wie 
h liegen, bilden den Winkelraum von -c)c' (/*£). 

Ill 4. As set ein Wink el (hk) y eine Gerade a und eine bestimmte 
Seite von a ' gegeben. As bedeute h' eine Halbgerade der Geraden 
a \ die vom Punkte () ausgeht: dann gib/ es eine und nur eine Halb¬ 
gerade k' y so da /3 der Winkel (hk) dem Winkel (h'f) kongruent 
oder gleich is/ y in Zeichen: 

< (hk) = (fk') 

und daft zugleich alle Punkte des Wmke/raums von < (fk') auf 
d* r gegebenen Seite von a' liegen. 



Bolyai-Lobatschefskysche Geometric 


147 


Jeder Wink el ist sick selbst kongruent , in Zeichen: 

(hk) — (hk) und (hk) == ^ (kh). 

Ill 5. Wenn ein Winkel (hk) sozvohl de?n Winkel (h' k') als auch 
dem Winkel (h"k") kongruent ist , so ist auch der Winkel (h'k'J dem 
Winkel (k" k") kongruent . 

Ill 6. Wennjiir zzvei Dreiecke A B C u?id A' B ’ C' die Kongruenzen 

AB~A'B',AC~A'C f und BAC B'A'C' 

ge/ten, so gilt auch stels 

<£ ABC== A'B'C' und <£ ACB A'C'B'. 

Aus den Axiomen I—III folgen leicht die Satze liber die 
Kongruenz der Dreiecke und liber das gleichschenklige 
Dreieck, und zugleich erkennt man die JMoglichkeit, ein Lot 
zu errichten oder zu fallen, sowie eine gegebene Strecke Oder 
einen gegebenenWinkel zu halbieren. Insbesondere folgt auch 
wie bei Euklid der Satz, daft in jedem Dreieck die Summe 
zweier Seiten groBer als die dritte ist. 

IV. Axiom von den sich schneidenden und nicht 

schneidenden Geraden. 

Wir sprechen nun das Axiom, welches in der Bolyai-Lobat- 
schefakyschen Geometrie dem Parallelenaxiom der Eukli- 
dischen Geometrie entspricht, wie folgt, aus: 

IV. 1 st b eine beliebige Gerade und A ein nicht auf ihr gelegener 
Punkty so gibt es stets durch A zzvei Halb - 
gerade a iy a. 2 , die nicht ein und dieselbe 
Gerade ausmachen und die Ge¬ 
rade b nicht sckneiden, zvdhrend 
jede in dem durch a 1 , a % gebil- 
deteti Winkelraum gelegene , z ion A ausgehende 
Halbgerade die Gerade b schneidet. 

Erklarung. Die Gerade b zerfalle von irgendeinem ihrer 
Punkte B aus in die beiden Halbgeraden b lt b 2 , und es mogen 

b x auf der einen und a 2 , b 2 auf der anderen Seite der 
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Geraden AB liegen: dann soil die Halbgerade a t zu der Halb- 
geraden b x und ebenso die Halbgerade a 2 zu der Halbgeraden 
d., parallel genaont werden; desgleichen sagen wir, es seien 
die beiden Halbgeraden a x , a 2 zu der Geraden b parallel und 
auch von jeder der beiden Geraden, von denen a x bez .a % Halb¬ 
gerade sind, sagen wir, daB sie zu b parallel sind. 

Fs folgt soforfc die Richtigkeit folgender Tatsachen: 

Wenn einc Gerade Oder Halbgerade zu einer anderen Ge¬ 
raden oder Halbgeraden parallel ist, so ist stets auch diese 
zu jener parallel. 

Wcdd zwei Halbgerade einer dritten Halbgeraden parallel 
sind, so sind sie untereinauder parallel. 

Erklaruug. Jede Halbgerade bestimmt ein Brule; von alien 
Halbgeraden, die zueinander parallel sind, sagen wir, daB sie 
dasselbe Ende bestirnmen. F.iue vora Punkte A ausgehende 
Halbgerade mit dera Eude « werdeallgemein mit (^a)bezeich- 
net. Fine Gerade besitzt stets zwei Fnden. Allgemein werde 
eine Gerade, dcrcn F.aden u und p sind, rait (or, ( d) bezeichnet. 

Wenn A, II und A , /> zwei Punktepaare und a und cc' zwei 
Fnden von der Art sind, daB die Strecken AB und A'B' ein- 
ander gleich sind und iiberdics der von AB und der Halb¬ 
geraden (A.cr) gcbildete Winkel gleich deni von A B' und der 
Halbgeraden (.-!',«) gebildcten Winkel wird. so ist, wie man 
leicht erkennt, slets auch der von BA und (B,a) gebildete 
Winkel gleich dem von l* A' und (B a ) gebildeteu Winkel; 
die beiden Figuren . 1 B or und A' U'k heiBcn einander kongruent. 

Fndlich defmieren wir noeh in bekannler Weise den Be- 
griff des Spiegelbildes: 

Frklarun g. Wenn wir von einem Punkte aus auf eine Ge- 
rade das Lot fallen und dieses iiber seinen FuBpunkt hinaus 
um sich selbst verlangern, so heiBe der entstehende Fndpunkt 
das SplegslbilJ des urspriiagliehen Btinktes an jenei Geraden. 

Die Spiegelbilder fur die Punkte einer Geraden liegen 
wiederum auf einer Geraden; diese heiBe das Spiegelbild der 
ursprunglichm Geraden . 
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§ !• 

Hilfss&tze. 

Wir beweisen zunachst der Reihe nach folgende Hilfssatze: 

Satz i. Wenn zweiGerade eine dritte Gerade un ter gleichen 
Gegenwinkeln schneidexn so sind sie gevvili nicht zueinander 
parallel. 

Be we is. Wir nehmen im Gegenteil an, daft die beiden Ge- 
raden nach einer Richtung hin zueinander parallel waren. 
Fuhren wir dann um die Mitte der auf der dritten Geraden 
ausgeschnittenen Strecke eine Halbdrehnng aus, d. h. kon- 
struieren wir uber der anderen Seite jener Strecke das be- 
treffende kongruente Dreieck, so wiirde folgen, daft die beiden 



ersteren Geraden aucb nach der anderen Richtung bin zu- 
einander parallel sind, und dies wiedersprache dem Axiom IV. 

Satz 2. Wenn irgend zwei Gerade <z, b vorgelegt sind, die 
sich weder schneiden nocli zueinander parallel sind, so gibt 
es stets eine Gerade, welche auf beiden zugleicb senkrecht 
steht. 

Beweis. Von irgend zwei Pu.nkten A und A 5 der Geraden 
a fallen wir die Rote AB und Pit' auf die Gerade b. Ls sei 
das Lot PB f grofSer ala das Lot AB; dann tragen wir AB 
von B' au3 auf B'Pzb bis A\ so dafi der Pimkt A' zwischen 
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/-'und B' liegt. Nunmehr konstruieien wir die Gerade a' durch 
A\ welche B'A' in A' untor demselben Winkel und in dem- 
selben Sinne wie die Gerade. a das Lot HA in A schneidet. 
Wir wollen beweisen, dab diese Gerade a' notwendig die Ge¬ 
rade a treffen rnv.fi. 

Zu deni Zvecke bezeichnen wir diejenige Halbgerade, in 
welche a von /'aus zerfailt und auf welcher der Punkt A liegt, 
mit und ziehen dann von /? aus eine Halbgerade h parallel 
zu a x . Femer sei fi diejenige Halbgerade, welche von B' unter 
demselben Winkel gegen b und nach derselben Richtung wie 
h von B ausgeht. Da nach Satz i die Halbgerade h ' nicht 
zu h und daher auch nicht zu parallel ist und auch h gewiB 
nicht schneidet, so schneidet sic, \sie man im Hinblick auf 
Axiom IV leicht erkennt, notwendig a x \ es sci T der Schnitt- 
punkt der Halbgeraden h’ und <7Da u' wegcn unserer Kon- 
3 lruktionen parallel zu h' ist, so mub nach Axiom II 4 die Ge¬ 
rade a' das Dreieek P B'T durch die Seite P’V verlassen, 
womit der gewiinschte Nachwois erbracht ist. Wir wollen den 
Sohnittpunkt der Geraden «: und a' mit (J bezeichnen. 

Von Q fallen wir das Lot Q P auf b\ sodann tragen wir 
B'R von B aus auf b bis zum Punkte R' ab, so dafi auf b 
die Richtung B nach R dieselbe, wie die von B nach 1 \ 
ist. Rbenso tragen wir die Streckr A' Q von A aus auf a in 
derselben Richtung bis <[)' ab. Suohen wir dann die Mitten 
Af und JV <ler Strecken (>()* bez. R R\ so liefert deren Ver- 
bindungsgerade AfbY das gesuchte gemeinsame Lot auf <7 
und b. 

In der I at, aus der Kongruenz der Vierecke A'B'QR 
und ABQ'R' folgt die Gleichheit der Strecken QR und 
Q R\ sowie die Tatsache, dab (P/\ auf b senkrecht steht. 
Hieraus wiederum erschlicben wir die Kongruenz der Vier¬ 
ecke QRA/jX und (> R A/ und damit ist die aufgestellte 
Behauptung und zugleich der Sat:: 2 vollstkindig bowiesen. 

Satz. 3. Wenn irgend zwei zueinander nicht parallele 
Halbgeraden vorgelcgt sind, so gibt cs stets eine Gerade, 
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welche zu diesen beiden Halbgeraden parallel ist, d. h. es 
gibt stets eine Gerade, die zwei vorgeschriebene Enden ct 
und besitzt. 

Beweis. Wir zieheD durch irgendeinen Punkt O zu den 
vorgelegten Halbgeraden Parallele und tragen auf diesen von 
O aus gleiche Strecken ab, etwa bis A und #, so daB 

OA = OB 

wird und die von O aus durch A gehende Halbgerade das 
Ende a und die von O aus durch # gehende Halbgerade das 
Ende besitzt. Sodann verbinden wir den Punkt A mit dem 

O 



Ende ($ und 
halbieren den 
Winkelzwischen 
den beiden von A ' 

ausgehenden Halb¬ 
geraden; desgleichen 
verbinden wir den 
Punkt.# mitdemEnde a 
undhalbieren den Winkel 
zwischen den beiden von# 
ausgehenden Halbgeraden. 


\ % 
\ ' 
\ 




Die erstere Halbie- 
rungslinie werde mit 
cl, die letztere mit b 
bezeichnet. Ans der 
Kongruenz der Fi- 

guren OA (3 und OBce 
folgt die Gleichheit 
der Winkel 
^(OA(S)=<C.(OJZ a ), 

und aus letzterer 
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Gleichung entnehmen wir auch die Gleichheit der Winkel, 
die durch die Halbierungen entstanden sind, namlich 

< ( a Aa) = (aAfi) = ( a Bb) = ^ 

Es korarat zunachst darauf an, zu zeigcn, daB die beiden 
Halbierungslinien a und b sich weder schneiden noch zu- 
einander parallel sind. 

Wir nehmen an, a und b schnitten sich im Punkte AI. Da 

OAB nach Konstruktion cin gleichschenkliges Dreieck ist, 
so folgt 

BA O = ABO 

und hieraus nach den vorigen Gleichuugen 

<C BAM = ^ ABAB, 

mithin ist 

A Af = BA/. 


Verbindcn wir nun A/ mit dem Ende « durch cine Halb- 
gerade. so folgt aus der letztcrcn Slreckengleichung und 
we gen der Gleichheit dor Winkel und (a BA/) die 

Kongruenz der Figurcn «/Ufund a BA I, und diese Kongru- 
enz hatte die Gleichheit der Winkel ^(ctA/A) und ^( a A/B) 
zur bulge. Da diese Eolgerung otTenbar nicht zutritTt, so ist 

die Annahme zu verwerfen, dab die Ilalbierungsgeraden a 
und l> sich schneiden. 

^ ir nehmen ferner an, die Geraden a und b seien zu- 
ciuander parallel; das durch sic bestinnnte Ende moge dann 
mit fx bezeichnet werden. Die von />’ aus nach a gehende 
Halbgeradc moge die von A nach £ gehende Halbgerade 
im Punkte C und die Gerade «/ im Punkte D treflem dann 
beweisen wir die Gleichheit der Strecken DA und DB. In 
der Tat, im gegenteiligen Falle tragen wir DA von D aus 
auf DB etwa bis B' ab und verbindcn B' mit p durch eine 
Halbgeradc. Aus der Kongruenz der Figuren D Act und DB'u 
wurde dann die Gleichheit dor Winkel ^Z(DAct) un d^(DB’p) 
folgcn, und mithin waren auch die Winkel ^ (.DB » und 

{D />» einander gleich, was nacti Satz i nicht moglich ist. 
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Die Gleichheit der Strecken DA und DB hat nun die 
Gleichheit der Winkel <^Z(DAB) und (D B A) zur Folge 
und, da nach dem Friiheren auch die Winkel (CA B) und 

(CB A) einander gleich sind, so wurde auch die Gleich¬ 
heit der Winkel (D A B) und -< (CAB) folgen. Diese Fol- 
gerung triflft aber offenbar nicht zu, und mithin ist auch die 
Annahme zu verwerfen, daB die Geraden a und b einander 
parallel sind. 

Da nach diesen Entwickelungen die Geraden <2, b sich 
"weder schneiden noch zueinander parallel sind, so gibt es 
nach Satz 2 eine Gerade c, die auf beiden Geraden a, b 
senkrecht steht etwa in den Punkten B bez. B. Ich behaupte, 
daB diese Gerade c die gesuchte Gerade ist, die die beiden 
vorgelegten Enden <*, ft miteinander verbindet. 

Zum Beweise dieser Behauptung p.ehmen wir im Gegenteil 
an, es babe c nicht das Ende or. Dann verbinden wir jeden 
der beiden FuBpunkte B und B mit dem Ende or durch I-Talb- 
gerade. Da BA — BB sein muB, wie leicht erkanht wird, so 

folgt die Kongruenz der Figure-' 1 ~ ^ 1 
und a KB und aus dieser die 
heit der Winkel (Ah 

(BBa), und folglich sind auch ®a. 
diejenigen Winkel einander gleich, 
die die von B und B ausgehetiden Halbge- 
raden mit der Geraden «.* bilden. Diese Fol- 
gcrung widerspricht dem Satze 1. und damit ^ 
ist der Beweis fur unscre Behauptung voll- 
standig erbracht. 

Satz 4. Es seien <7, b zwei zueinander pa¬ 
rallel Gerade und O ein Punkt innerhalb des zwischen <2 
und b gelegenen Gebietes der Ebene; feraer sei O a das Spiegel- 
bild des Punktes O an a und O b das Spiegelbild des Punk- 
tes O an b und hi die Mitte der Strecke O O,: dann steht 
diejenige Halbgerade von Ah aus, die zugleich zu a und b 
parallel ist, senkrecht in Ah auf O a O b . 
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Be we is. Dear, im entgegengesetzten Falle errichte man 
nach der namlichen Seite hin in Jlf auf O tt O b die Senkrechte. 
Die Gerade O t .O b schneide a y b bez.in den Punkten P, Q. Da 
PO < PQ -{- (J O y raithin PO a < PO h ist und desgleichen 
Q O b <CQ so fallt yVnotwendig in das Innere des zwischen 
a und b gelegenen Gcbietes der Ebene. Jene Senkrechte in 
AT miiBte daher eine der Geraden a oder b treffen; trafe sie 
etwa a im Punkte A, so wtirde A O a ==* AO und A O a = A O b 
folgen und mithin ware auch A O — A O b , d. h. A miiBte auch 
ein Punkt von b sein, w as der Voraussetzung des Satzes wider- 
sprache. 1 ) 

Satz 5. Wenn a y b y c drei Gerade sind, die das namliche 
Ende co besitzen und die Spiegelungen an diesen Geraden 
bez. mit S n , S b% S c bezeichnet werden, so gibt es stets eine 
Gerade d mit demselben Ende co, so daB die aufeinander- 
folgende Anwendung dor Spiegelungen an den Geraden a y b> c 
der Spiegelung an der Geraden d gleichkommt, was wir durch 
die Form el 

S'S h S a = s d 

ausdriicken. 

Bevrcis. Wir nehmen zuniichst an, es tiele die Gerade 
b ins Innere des zwischen a und r gelegenen Gebiets der 
Ebene. Dann sei () ein Punkt auf b y und die Spiegelbilder 
von O an a und c seien bezeichnet init O und O . Bezeich- 

Cl C 

nen wir nun mit d diejenige Gerade, die die Mitte der Strecke 
O a O e dem Ende co verbindet, so sind wegen Satz 4 die 
Punkte O a und O c Spiegelbilder an d y und folglich ist die 
Operation S d S c eine solche, die den Punkt O a sowie die¬ 
jenige Gerade ungeandert lalit, die O u mit dem Ende co ver¬ 
bindet. Da jene Operation uberdies aus vier Spiegelungen 
zusammengesetzt ist, so lehren die Kongruenzsatze, daB jene 
Operation die Identitiit ist; hieraus folgt die Behauptung. 

1) Dicse Folgerung stimmt im wesentliehen mit einer SchluQwcise 
von Lobatschcfsky iiberein; vgl. „Neuc Anfnngsgrxinde der Geometric 
mit einer vollstiindigen Throne der Parallellinicn“ (1835) § ill. 
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"Wir erkennen zweitens leicht die Richtigkeit des Satzes 5 
in dem Falle, daB die Geraden c und a miteinander uber- 
einstimmen. 1 st namlich b' diejenige Gerade, die aus b durch 
Spiegelung an der Geraden a hervorgeht, und bezeichnen 
wir mit S b - die Spiegelung an b\ so erkennen wir sofort die 
Richtigkeit der Formel 

S a $>b S a = S b -. 

Nunmehr nehmen wir drittens an, es fiele die Gerade c 
ins Innere des zwischen a und b gelegenen Gebietes derEbene. 
Dann gibt es nach dem ersten Teile dieses Beweises gewiB 
eine Gerade , so daB die Formel 

gilt. Bezeichnen wir mit d das Spiegelbild von d' an a , so ist 
nach dem zweiten Teile dieses Beweises: 

•S'A-S'a - S.S a S € S>S a - S m SfS m - s d . 

Damit ist Satz 5 voilstandig bewiesen. 

§ 2 - 

Die Addition der Enden. 

Wir nehmen eine bestimmte Gerade an und bezeichnen 
deren Enden mit o und 00. Auf dieser Geraden (o, 00) 
wahlen wir einen Punkt O und errichten dann in O ein Lot; 
die Enden dieses Lotes mogen mit 4 “ 1 und — 1 bezeichnet 
werden. 

Wir definieren jetzt die Summe zweier Enden folgender- 
mafien: 

Erklarung. Es seien a , p irgend zwei Enden; ferner sei 
O a das Spiegelbild des Punktes O an der Geraden (a, 00) 
und Op sei das Spiegelbild des Punktes O an der Geraden 
(p, 00); die Mitte der Strecke O a O^ verbinden wir mit dem 
Ende 00: das andere Ende der so konstruierten Geraden 
heiBe die Summe der beiden Enden a und p und werde mit 
a 4 ~ P bezeichnet. 

11 


Hilbert; Grundlageu <ler Geometrie. t> AuH. 
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Wenn wir eine Halbgerade mit dem Ende cc an der Ge- 
raden (o, oo) spiegeln, so werde das Ende der so entstehen- 
den Halbgeraden mit — a bezeichnet. 

Wir erkennen leicht die Richtigkeit der Gleichungen 

cc 4“ ° = «» 

* + (~ i) — o f 

cc + (— a) =*= o, 
cc ($ = ft “h «• 

Die letzte Gleichung spricht das kommutative Gesetz fur die Addi¬ 
tion von Enden a us. 

o 



- cc 


Um das assoziative 
Gesetz fur die Addition 
von Enden zu beweisen, 
bezeichnen wir mit S 0 , S a , 
Sp bez. die Spiegelungen an 
den Geraden (o, oo), (or, oo), 
(fi, oo); nach Satz 5 in § I 
gibt es dann gewiB eine Gerade 
(<y, oo), so daB fur die Spiegelung S a 
an dieser Geraden die Formel 


-1 


a 


Vo 6 - 


00 


gilt Da bei der Operation SpS 0 S a 
der Pnnkt O n in den Punkt O^ iiber- 
geht, so ist notwendig O^ das Spiegelbild von O a an aer Ge¬ 
raden (<j, 00), und folglich wird a = a -f- ( 3 , d. h. es gilt die 
Formel 


a + ft 


S {i S 0 S a - 


Bezeichnet y ebenfalls ein Ende, so lehrt die ^ederholte 
Anwendung der eben gefundenen Formel: 


« + (/*+ y) 


•s> +y V« - s r s a s fi s^s a 


S(a + fi) + Y Q SyS 0 S a+ p — S y S 0 SpS Q S t 


und folglich ist 


S a + ( 4 * + y) £((1 + p) + r 
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und mi thin auch 

« 4• (? + y) “ ( a + + /• 

Die vorhin abgeleitete Formel 


<* + (3 


s*s 0 s a 


lehrt zugleich, daB die angegebene Konstruktion der Summe 

zweier Enden von der getroflenen Wahl des Punktes O auf 

der Geraden (o, 00 ) unabhangig ist. Be- o 

zeichnet mi thin O' irgendeinenvon O 

verschiedenen Punkt der Geraden (o, 00) 

und sind O r ai Op die 

Spiegelbilder des Punk- ^--- 

tea O' bez. an den Ge- ct _ A _ 

raden («, 00), (J 5 , 00), so 

ist die Mittelsenkrechte ^ __ 

auf 0 ' a C/p wiederum ^ 

die Gerade (« -}- / 3 , 00). 

Wir fuhren hier noch eine Tatsache 
an, deren Kenntnis fur unsere Entwicke- 
lungen in § 4 notig ist. 

Wenn wir die Gerade (a, 00) an der 00 
Geraden (/ 3 , 00) spiegeln, so entsteht die Gerade (2 /3 — a,oo). 

In der Tat, ist JP irgendein Punkt deijenigen Geraden, 
die aus (a, 00) durch Spiegelung an (/ 3 , 00) vorgeht, so bleibt 
derselbe offenbar ungeandert, wenn wir auf ihn der Reihe 
nach die Spiegelungen 

Sfl* ^o» ^o» 

anwenden. Wegen der obigen Formel ist aber 


- ct 


~P 

-ccp 


Sp S 0 S_ a »S*q s fl 




d. h. jener zusammengesetzte ProzeB kommt einer Spiegelung 
an der Geraden (2/3 — «, 00) gleich; der Punkt P liegt mit- 
hin notwendig auf der letzteren Geraden- 
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§ 3 * 

Die Multiplikation der Enden. 

Wir definieren jetzt das Produkt zweier Enden folgender- 
maflen: 

Erklarung. Wenn ein Ende auf derselben Seite der Ge- 
raden (o, oo) wie das Ende -f- 1 liegt* so heiBe das Ende 
positive und wenn ein Ende auf derselben Seite der Geraden 
(o, oo) wie das Ende — i liegt, so heiBe das Ende negativ. 

Es seien nun a, /3 irgend zwei von o und oo verschiedene 
Enden. Die beiden Geraden (a, — a) und (/?, — / 3 ) stehen 
senkrecht auf der Geraden (o, oo); sie mogen diese Gerade 
bez. in A und B schneiden. Femer trageu wir die Strecke 
O A von B aus auf der Geraden (o, oo) bis C in der Weise 
ab, daft auf der Geraden (o, oo) die Richtung von O nach 
A die namliche wie die Richtung von B nach C ist: dann 
konstruieren wir in C auf der Geraden (o, oo) die Senkrechte 
und bezeichnen das positive oder das negative Ende dieser 
Senkrechten als das Produkt a (3 der beiden Enden a, f 3 , je nach- 
dem diese Enden entweder beide positiv bez. beide negativ 
oder eines positiv und das andere negativ ist. 

Wir setzen endlich die Formel 

a • O == o • a O 

fest. 

Auf Grand der Axiame III, i—3 iiber die Kongruenz von 
Strecken erkennen wir uamittelbar die Giiltigkeit der Formeln 

a /3 = /3 a, 
a (i 3 y ) « (a/ 3 )y, 

d. h. es gilt sorvohl das kommutative wie auch das assoziative Ge - 
setz fur die Multiplikation von Enden . 

Auch finden wir leicht, daB die Formeln 

I ■ a = a, (— I)a ** — a 

gelten, und daB, wenn die Enden a, /3 einer Geraden die 
Gleichung 
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fl+r 


a /3 =*= — x 

erfullen, diese durch den Punkt O gehen mufi. 

Die Moglichkeit der Division erhellt unmitteibar; auch gibt 
es zu jedem positiven Ende re stets ein positives (und ebenso 
ein negatives) Ende, dessen Quadrat jenem Ende Tt q 

gleichwird und welches dahermit ~\/n bezeichnet wer- 
den moge. 

Um das distribu¬ 
tive Gesetz fur die 
Rechnung tnit En- 
den zu beweisen, 
konstruieren wir 
zunachst aus den 
Enden /3 und y auf 
die in § 2 angege- 
beneWeise das En¬ 
de p-\-y. Suchen wir sodann auf die 
eben angegebene "VVeise die Enden 
a/ 3 , ay f a (/3 -f- y ) 9 so erkennen wir, daB diese 
Konstruktion auf einer Verschiebung der 
Ebene langs der Geraden (o, 00) um die 
Strecke OA hinauslauft, und wenn wir 
demnach die Summe der Enden a /3 und 
ay durch eine Konstruktion von A aus an- 
statt von O aus ermitteln — was nach einer der Bemei- 
kungen in § 2 gestattet ist —, so ergibt sich in der Tat for 
diese Summe das Ende a (/3 - 4 - y ), d. h. es gilt die Formel: 

a /3 -f- ay = a (0 -f- y). 




OO 



Die Gleichung des Punktes. 


Nachdem wir in §2—§3 erkannt haben, daB fur die Rech¬ 
nung mit Enden die namlichen Regeln gelten wie fur die 
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Rechnung mit gewohnlichen Zahlen, bietet der Autbau der 
Georaetrie keine weiteren Schwierigkeiten; er geschehe etwa 
in folgender Weise: 

Wenn r\ die Enden irgendeiner Geraden sind, so mdgen 
die Enden 

u = Zrj, 

V - 

2 

die Koordinaten jener Geraden heifien. Es gilt die fundamen- 
tale Tatsache: 

Wenn a, / 3 , y drei Enden von solcher Beschaffenheit sind y daft 
das Ende 4 ay — / 3 * positiv ausfallt, so laufen die samtlichen Ge¬ 
ra den, deren Koordinaten u, v der GUichung 

au - 4- ($v 4- y = o 

genugen, durch einen Eunkt. 

Be we is. Konstruieren wir gemafi § 2—§ 3 die Enden 

x — , X — _g_ f 

y^ay — 0 * y 4 a y — 0 * 

so nimmt rait Rucksicht auf die Bedeutung der Koordinaten 
u y v und da jedenfalls a = 4 = o ist, die vorgelegte lineare Glei- 
chung die Gestalt an 

(*£ -f- X) (x 7J -f X) = — 1 . 

Wir wollen nunmehr die Transformation eines willkurlich 
veranderlichen Endes co untersuchen, welche durch dieFormel 

co' =« xco -f- X 

vermittelt wird. Zu dem Zwecke betrachten wir zunachst 
die Transformationen 

co' «= xco und co' = co -j- X. 

Was die erstere Transformation betrifft, so kommt offen- 
bar die Multiplikation des willkurlichen Endes co mit einer 
Konstanten x nach § 3 einer Verscliiebung der Ebene langs 
der Geraden (0,00) urn eine gewisse von x abhangige Strecke 
gleich. 
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Aber auch der letzteren Transformation, d.h.der Zufiigung 
des Endes X zu dem willkiirlich veranderlichen Ende co, ent- 
spricht eine gewisse nur von X abhangige Bewegung derEbene 
in sich, namlich eine solehe, die sich als eine Drehung der 
Ebene um das Ende oo auffassen laBt. 

Um dies einzusehen, bedenken wir, daB nach den Dar- 
legungen am SchluB von § 2 die Gerade (co, oo) durch Spie- 
gelung an der Geraden (o, oo) in die Gerade (— co, oo) 
und diese wiederum durch Spiegelung an der Geraden 


( A , oo) in die Gerade (co -f °o) ubergeht, d. h. die Hin- 

zufiigung des Endes X zu dem willkiirlich veranderlichen Ende 
co kommt den nacheinander ausgefiihrten Spiegelungen an 

den Geraden (o, oo) und ^ , oo) gleich. 

Aus dem eben Bewiesenen folgt, daB, wenn 5,17 die Enden 
einer Geraden sind, durch die Formeln 


£' = x§ 4- 


Tj' = KTj + X 

sich die Enden einer solchen Geraden bestimraen, die durch 
eine gewisse allein von v^X abhangige Bewegung der Ebene 
aus der Geraden mit den Enden £, t) hervorgeht. Da aber 
die obige Gleichung 

(*S 4- rn*n + *) — 1 

fur die Enden tj' die Relation 

SV — ~ 1 

zur Folge hat und nach einer Bemerkung in § 3 diese Relation 
die Bedingung dafiir ist, daB die betreffenden Geraden durch 
den Punkt O laufen, so ersehen wir, daB auch alle der ur- 
spriinglichen Gleichung 

(x§ + *)(**? + *) == — 1 

geniigenden Geraden ($, rj) durch einen Punkt laufen, und 
damit ist der Beweis fur deD aufgestellten Satz vollkonunen 
erbracht. 
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Nachdem wir erkannt haben, daB die Gleichung des 
Punktes in Linicnkoordinaten eine lineare ist, folgern wir 
leicht den speziellen Pascalschen Satz fur das Geradenpaar 
und den Desarguesschen Satz uber perspektjv liegende Drei- 
ecke, sowie die ubrigen Satze der projektiven Geometrie. 
Auch sind dann die bekannten Formeln der Bolyai-Lobat- 
schefskyschen Geometrie ohne Schwierigkeit ableitbar, und 
damit ist der Aufbau dieser Geometrie mit alleiniger Hilfe 
der Axiome I—IV vollendet. 


Anhang- IV. 

tJber die Grundlagen der Geometric. 1 2 ) 

[Aus Math. Ann. Bd. 56, 1902.] 

Die Untersuchungen von Riemann und Helmholtz fiber 
die Grundlagen der Geometrie veranlafiten Lie t das Problem 
der axiomatischen Behandlung der Geometrie unter Voran- 
stellung des Gruppenbegriffes in Angriff zu nehmen, und 
ffihrten diesen scharfsinnigen Mathematiker zu einem System 
von Axiomen, von denen er mittels seiner Theorie der Trans- 
formationsgruppen nachwies, daB sie zum Aufbau der Geo¬ 
metrie hinreichend sind. 3 ) 

Nun hat Lie bei der Begrundung seiner Theorie der Trans- 
formationsgruppen stets die Annahme gemacht, daB die die 
Gruppe definierenden Funktionen differenziert werden kon- 
nen, und daher bleibt in den Lieschen Entwickelungen un- 
erdrtert, ob die Annahme der Differenzierbarkeit bei der 
Frage nach den Axiomen der Geometrie tatsachlich unver- 
meidlich ist, oder ob die Differenzierbarkeit der betreffenden 
Funktionen nicht vielmehr als eine Folge des Gruppenbe¬ 
griffes und der ubrigen geometrischen Axiome erscheint. Auch 
ist Lie zufolge seines Verfahrens genotigt, ausdriicklich das 
Axiom aufzustellen, daB die Gruppe der.Bewegungen von 
infinitesimalen Transformationen erzeugt sei. Diese Forde- 
rungen, sowie wesentliche Bestandteile der ubrigen von Lie 
zugrunde gelegten Axiome beziaglich der Natur der die. Punkte 
in gleicher Fntfemung definierenden Gleichung lassen sich 

1) Zur KLennzeichnung der nachfolgenden BegTiindungsweise der 
Geometrie rm Vergleich mit dem in meiner Festschrift ^Grundlagen 
der Geometrie 1 ' befolgten Verfahren sehe man die am SchlnB dieser 
Abhandlung gemachte Bemerkung (S. 216). 

2) Id e-Engel, Theorie der Transformationsgruppen Bd. 3 Ab- 

teilung 5. 
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rein geometrisch nur auf recht gezwungene und komplizierte 
Weise zura Ausdruck bringen und scheinen iiberdies nur 
durch die von Lie benutzte analytische Methode, nicht durch 
das Problem selbst bedingt. 

Ieh habe daher im Folgenden fur die ebene Geometrie ein 
System von Axiomen aufzustellen gesucht, welches, ebenfails 
auf dem Begriff der Gruppc beruhend, nur einfache und geo¬ 
metrisch iibersichtliche Forderungen enthalt und insbeson- 
dere die Differenzierbarkeit der die Bewegung vermittelnden 
P'unktionen keineswegs voraussetzt- Die Axiome des von mir 
aufgestellten Systems sind als speziellc Bestandteile in den 
Li eschen Axiomen enthalten oder, wie ieh glaube, aus ihnen 
sofort ableitbar. 

Meine Beweisfuhrung ist vollig von der Methode Lies ver- 
schieden: ich operiere voraehmlich mit den von G. Cantor 
ausgebildeten BegrifTen der rheojie der Punktmengen und 
benutze den Satz von C. Jordan, wonach jede ebene stetig 
geschlossene Kurve ohne Doppelpunkte die Ebene in ein 
inneres und ein iiufieres Gebiet teilt. 

Gewift sind auch in dem von mir aufgestellten System noch 
einzelne Bestandteile entbehrlich; doch habe ich von einer 
weiteren Uutersuchung dieses Umstandes abgesehen aus 
Rucksicht auf die einfache Fassung der Axiome und vor allem, 
weil ich eine verhaltnisma&ig zu komplizierte und geometrisch 
nicht ubersichtliche Beweisfuhrung vermeiden wollte. 

Ich behandle im P'olgonden die Axiome nur fur die Ebene, 
obwohl ich meine, daft ein analoges Axiomensystem fur den 
Raum aufgestellt werden kann, das den Aufbau der raum- 
lichen Geometric m analoger Weise ermoglicht. 1 ) 

Wir schicken einige Erklarungeu voraus. 

1) Durch die nuchfolgende Unteisuehung wird zugleich, wie ich 
glaube, cine allgemeinc die Gruppcnthcorie betreffende Frage, die 
ich in mcincm Vortrag ,,Malhcmntische Problem© 41 , Gottinger Naeh* 
ri« hten I'joo, S. 17 aufgeworfcn habe, fiir den spciiellen Fall der 
Gruppe dcr Bcwegungen in der F.bcnc beantwortet. 
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Erklarungen. Wir verstehen nnter der Zahlenebene die 
gewohnliche Ebene mit einem rechtwinkligen Koordinaten- 

system sc, y. 

Eine doppelpunktlose und einschlieBlich ihrer Endpunkte 
stetige Kurve in dieser Zahlenebene heiBe eine Jordatische 
Kurvc. 1 st eine Jordansche Kurve geschlosseD, so heiBe das 
Inn ere des von derselben begrenzten Gebietes der Zahlen¬ 
ebene ein Jordansches Gebiet. 

Der leichteren Darstellung und FaBlichkeit wegen will ich 
in der vorliegenden Untersuchung die Definition der Ebene 
enger fassen, als es meine Beweisfuhrung erfordert 1 ), ich will 
namlich annehmen, daB es moglich ist, die samtlichen Punkte 
unserer Geometrie zugleich auf die im Endlichen gelegenen 
Punkte der Zahlenebene oder auf ein bestimmtes Teilsystem 

I) JBetreffs der weiteren Fassung des Begriffes der Ebene vergleiche 
man meine Note iiber die Grundlagen der Geometrie in den Gottinger 
Nachrichten 1902. Ich habe daselbst die folgendc aUgemeinere Defi¬ 
nition der Ebene aufgestellt: 

Die liberie ist ein System -von Bingen, welche Punkte heifen. Jeder 
Punkt A bestirnmt gezvisse 7'eilsysteme -von Punkten, zu denen er selbst 
gehort und zvelche Umgebungen des Punktes A heifien. 

Die Punkte einer Umgebung lessen sich stets umkehrbar eindeutig 
auf die Punkte eines gtrwissen Jordans chen Gebietes in der Zahlenebene 
abbilden . Das Jordansche Gebiet n>ird ein Bild jener Umgebung 
genannt. 

Jedes in einem Bilde enthaltene Jordansche Gebiet, innerhalb dessen 
der Punkt A liegt, ist zviederum ein Bild einer Umgebung von A. 
Liegen verschiedene Bilder einer Umgebung vor, so ist die dadurch 
vermittelte umkehrbar eindeutige Transformation der betreffenden 
Jordanschen Gebiete aufeinander eine stetige. 

1st B irgendein Punkt in einer Umgebung von A , rt> ist diese 
Umgebung auch zugleich eine Umgebung von B. 

Zu irgend z-wei Umgebungen eines Punktes A gibt es stets eine 
solche Umgebung des Punktes A, die beiden Umgebungen gemein - 
sam ist. 

JVenn A und B irgend z-wei Punkte unserer Ebene sind, so gibt 
es stets eine Umgebung von Ay die zugleich den Punkt B enthalt. 

Diese Forderungen enthalten, wie mir schcint, fur den F^ll zweier 
Dimensionen die scharfe Definition des Begnffes, den Riemann und 
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derselben umkehrbar eindeutig abzubilden, so daB dann jeder 
Punkt unserer Geometrie durch ein bestimmtes Zahlenpaar 
x % y charakterisiert ist Wir formulieren diese Fassung des 
Begriffes der Ebene wie folgt: 

Definition der Jibe fie. Die Ebene ist ein System 7>on Din gen, die 
Putikte heifien, unddie sick umkehrbar eindeutig aufdie im Endlichen 
ge/egenen Putikte der Zahlenebene oder auf ein gewisses Teilsystem 
derselben abbilden lassen; diese Punkte der Zahlenebene (d. h. die 
Pildpunkte) iverden auch zugleich zur Bezeichnung der Punkte un~ 
serer Ebene selbst 7ter7vandf. 

Zu jedern Punkte A unserer Ebene gibt es in der Zahletiebene 
Jordatische Gebiete, in deneti der Bildpunkt von A liegt und deren 
sdmtliche Punkte ebenfalls l y unkte unserer Ebene darstellen. Diese 
Jordanschen Gebiete heifien Umgebungen des Punktes A. 

Jedes in einer Umgebung von A enthaltene Jordansche Gebiet, 
innerhalb dessen der Punkt A (Bildpunkt 7wn A) liegt , ist iviederum 
eine Umgebung von A. 

1 st B irgendein Punkt in einer Umgebung von A, so ist diese 
Umgebung auch zugleich eine Umgebung von B, 

Wenn A und B irgend zwei Punkte unserer Ebene sind, so gibt 
es stets eine Umgebung von A, die zugleich den Punkt B enthalt. 

Wir werden die Bewegung als eine umkehrbar eindeutige 
1 ransformation unserer Ebene in sich definieren. Offenbar 
lassen sich von vornherein zwei Arten von umkehrbar ein- 

Jlclmholtz als „mehrfach ausgcdchntc Mannigfaltigkeit* 4 und Lie als 
,,Zahlenmannigfaltigkeit“ bczcichnctcn und ihren gcsamtcnUntersuchun- 
gen zugrundc legten. Auch bictcn sic die Grundlagc fur cine strenge 
axiomatische Behnndlung der Analysis situs. 

Indcm wir die obige engcre Definition der Ebene annehmen, wird 
offenbar die clliptischc Geometric von vornherein ausgeschlosscn, da 
sich deren Punkte nicht in einer mil unscren Axiomcn vertraglichen 
Wcisc auf die im Endlichen gclegcnen Punkte der Zahlenebene ab¬ 
bilden lassen. Es ist jedoch nicht schwer, die Abanderungcn zu cr- 
kennen,.die in unserer Bcwcisfiihrung notig sind, xvenn man die weitere 
h assung des liegriflcs der Ebene zugrundc legt. 
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deutigen stetigen Transformationen der Zahlenebene in sich 
unterscheiden. Nehmen wir namlich irgendeine geschlossene 
Jordansche Kurve in der Zahlenebene an und denken uns 
dieselbe in einem bestimmten Sinne durchlaufen, so geht die- 
selbe bei einer solchen Transformation wiederum in eine ge¬ 
schlossene Jordansche Kurve uber, die in einem gewissen 
Sinne umlaufen wird. Wir wollen nun in der gegenwartigen 
Untersuchung annehmen, dab dieser Umlaufssinn derselbe ist, 
wie fur die urspriingliche Jordansche Kurve, wenn wir eine 
Transformation der Zahlenebene in sich anwenden, welche 
eine Bewegung definieit. Diese Annahme 1 ) bedingt folgende 
Fassung des Begriffes der Bewegung: 

Definition der Bezvegung. Bine Bezvegung ist eine umkehrbar 
eindeu/ige stetige J'ran.for nation der Bildpunkte der Zahlenebene 
in sich von der Art, dafi dabei der Umlaufssinn einer geschlossenen 
Jordanschen Kurve stets derselbe bleibt. Die Umkehrung der zu 
einer Bezvegung geh ore tide n 7 'ransfvrmation istzvieder eine Bezvegung. 

Bine Bezvegung, bei zvelcher ein Punkt M ungedndert bleibt, heft 
eine Drehung uni den Punkt Af. 

Nach Kestlegung des Begrifles „Ebene“ und „Bewegung 

stellen wir folgende drei Axiome auf: 

Axiom I. Werden zzvei Bezvegungen hintereinander ausgefiihrt, 
so ist die dann entstehende Transformation unserer Bbene in sich 
zviederuzn eine Bezvegung. 

Wir sagen kurz: 

Axiom I. Die Bewegungen bilden eine Gruppe . 

I) Bei Lie ist diese Annahme in der Forderung erhalten, daB die 
Gruppe der Bewegung durch infinitesimale Transformationen erzeugt 
sei. Lie entgegengesetzte Annahme (d. h. die Annahme der Moglich 
keit von Umlegungen) wiirde wcsentlich die Beweisfiihrung erleichtem, 
insofem als dann die „wahre Gerade“ unmittelbar als der Ort der- 
jenigen Punktc definiert werden kann, welche bei einer den Umlaufs- 
sinn andernden Transformation, die zwei Punkte ungeandert lafit, fest 
bleiben. 
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Axiom II. Wenn A und AI beliebige voneinander verschiedene 
Punkte der Phene sind, so kann man den Punkt A durch Prehung 
urn Af stets in unendliehviele verschiedene Ixigen bringeti. 

Nennen wir die Gesamtheit derjenigen Punkte, die durch die 
samtlichen Drehungen um^/aus einera von AI verschiedenen 
Punkte entstehen, einen ;ivahren Kreis in unserer ebenen Geo¬ 
metric, so konnen wir die Aussage des AxiomsIlauchsofassen: 

Axiom II. Jeder zvahre Kreis besteht aus linen d- 
lichvielen Punkte ft. 


Dem letzten noch erforderlichen Axiom schicken wir eine 
Erklarung voraus. 

Erklarung. Es sei AB ein bestiinmtes Punktepaar in un¬ 
serer Geometrie; mit den namlichen Buchstaben mogen auch 
die Bilder dieses Punktepaares in derZahlenebene bezeichnet 
werden. Wir grenzen um die Punkte A und B in der Zahlen- 
ebene je eine Umgebung a bez. p ab. Wenn ein Punkt A* 
in die Umgebung a und zugleich ein Punkt B * in die Um- 
gebung p fiillt, so sagen wir: das Punktepaar A*B* liegt in 
der Umgebung a ft von AB. Die Aussage, dab diese Umgebung 
up beliebig klein sei, soil bedeuten, dab u eine beliebig kleine 
Umgebung von A und zugleich p eine beliebig kleine Um¬ 
gebung von B ist. 

Es sei ABC ein bestimmtes Punktetxipel in unserer Geo¬ 
metric; mit den namlichen Buchstaben mogen auch die Bilder 
dieses Punktetripels in der Zahlenebene bezeichnet werden. 
A\ ir grenzen um die Punkte A, />*, O in der Zahlenebene je 
eine Umgebung «, bez. p, bez. y ab. Wenn ein Punkt A * in 
die Umgebung « und zugleich ein Punkt B * in die Umge- 
bung p und ein Punkt O' 1 ' in die Umgebung y fallt, so sagen 
wir: das Punktetripel A*B*C* liegt in der Umgebung upy 
von ABC . Die Aussage, dab diese Umgebung upy beliebig 
klein sei, soli bedeuten, dab u eine beliebig kleine Umgebung 
von A und zugleich p eine beliebig kleine Umgebung von B 
und y eine beliebig kleine Umgebung von C ist. 
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Beim Gebrauch der Worte „Punktepaar“ und „Punkte- 
tripel“ wird nicht angenommen. daB die Punkte des Punkte- 
paares oder des Punktetripels voneinander verschiedeD sind. 

Axiom III. Wen71 es Bezvegutigen gibt, durch welche Punkte- 
tripel in beliebiger Nahe des Punktetripels ABC in beliebige Nahe 
des Punktetripels A'B'C' ubergefuhrt zverden konnen , so gibt es 
sfets auch erne sole he B ewe gun g , durch welche das Punkte tripel 
A B C genau in das Punkte tripe l A'B'C ubergeht. xs ) 

Die Aussage dieses Axioms wollen wir kurz so ausdriicken: 

Axiom III. Die Bewegtingen bilden eitt abge- 
schlossenes System. 

Wenn wir in Axiom III gewisse Punkte der Punktetripel 
zusammenfallen iassen, so ergeben sicb leicht einige spezielle 
Falle des Axioms III, die wir noch besonders hervorheben, 

wie folgt: 

Wenn es Drehungen um einen Punkt A/'gibt, durch welche 
Punktepaare in beliebiger Nahe des Punktepaares AB in 
beliebige Nahe des Punktepaares A’B' ubergefuhrt werden 
konneD, so gibt es stets auch eine solche Drehung um Af y 
durch welche das Punktepaar AB genau in das Punktepaar 
A'B' ubergeht. 

Wenn es Bewegungen gibt, durch welche Punktepaare in 
beliebiger Nahe des Punktepaares AB in beliebige,Nahe des 
Punktepaares A'B' ubergefuhrt werden konnen, so gibt es 
stets auch eine solche Bewegung, durch welche das Punkte¬ 
paar AB genau in das Punktepaar A B ubergeht. 

Wenn es Drehungen um den Punkt A/ gibt, durch welche 
Punkte in beliebiger Nahe des Punktes A in beliebige Nahe 
von A' ubergefuhrt werden konnen, so gibt es stets auch 
eine solche Drehung um Af, durch welche A genau in A 

ubergeht. 

—- —. _ 

1) Es geniigt, Axiom III fur geniigend kleine Umgebungen als er- 
fiillt anzunehmen, wie es ahnlich auch bei Lie geschieht; meine Be- 
weisiuhning lafit sich so abandern, daB nur diese engere Annahme darin 
benutzt wird. 
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Diesen letzten Spezialfall des Axioms III werde ich bei der 
nachfolgenden Beweisfiihrung oftmais in der Weise anwenden, 
daB fur A der Punkt Af eintritt. 1 ) 

Ich beweise nun folgende Behauptung: 

JEin e ebetie Q eo me trie , in ivelcher die Axiome I—III 
e rfiil It si fid, ist etitiveder die 1 'Jtik lidi s c he oder die Bolyai- 
L.oba ts c hefsky sc he ebene Geometrie. 

Wollcn wir allein die Euklidische Geometrie erhalten, so 
haben wir nur notig, bei Axiom I den Zusatz zu machen, daB 
die Gruppe der Bewegungen eine invariante Untergruppe be- 
sitzen soil. Diescr Zusatz vertritt die Stelle des Parallelen- 
axioms. -- 

Den Gedankengang meiner Beweisfiihrung mochte ich kurz 
wie folgt ski-zzieren: 

In der Umgebung irgendeines Punktes Af wird durch ein 
besonderes Verfahren ein gewisses Punktgebilde kk und auf 
diesem ein gewisser Punkt A" konstruiert (§ i—§ 2) und dann 
der wahre Kreis x durch A" um A/ der Untersuchung unter- 
worfen (§ 3). Es ergibt sich, daB der wahre Kreis x eine ab- 
geschlossene und in sich dichte, d. h. eine perfekte Punkt- 
menge ist. 

Das niichste Ziel unserer Entwickelungen besteht darin, 
zu zeigen, daB der wahre Kreis x eine geschlossene Jordan- 
sche Kurvc ist. 2 ) Dies gelingt, indem wir zunachst die Moglich- 

1) Eine bolgcrung, die ich im mundlichcn Vortrage in der Fest- 
sitzung zur Jubelfeier der Gcs. d. Wiss. zu Gottingen 1901 als be¬ 
sonderes Axiom aufgcfiihrt habc, ist diese: ,,Irgend zwei Punkte konnen 
durch Bewegung nicmals iu belitbigc Nahc zueinander geraten.*' Es 
ware zu untersuchcu, inwieweit bez. mit wclchcn Fordcrungen zu- 
sammen diese Forderung das oben aufgcstcllle Axiom III zu ersetzen 
imstande ist. 

2 ) Vgl. hierzu dir ein nhnliches Ziel verfolgende interessante Note 
von A. Schonflies: ,.fiber einen grundlcgcndeu Satz der Analysis Situs'*, 
Gottinger Nachrichten 1902, sowie weitcrc Ausfiihrungen und I-iteratur- 
angaben: Berichte der Deutschcn Mathcmatiker-Vereinigung, Erg.-Bd. II 
(1908) S. 158 u. S. 178. 
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keit einer Anordnung der Punkte des wahren Kreises x er- 
kennen (§ 4— § 5),hieraus eine umkehrbar eindeutige Abbildung 
der Punkte von x auf die Punkte eines gewohnlichen Kreises 
schlieBen (§6—§ 7) und endlich beweisen, daB diese Abbildung 
notwendig eine stetige sein muB (§ S). Nunmehr ergibt sich 
auch, daB das ursprunglich konstruierte Punktgebilde kk mit 
dem wahren Kreise x identisch ist (§ 9). Weiter gilt der Satz, 
daB jeder wahre Kreis innerhalb x ebenfalls eine geschlossene 
Jordansche Kurve ist (§ 10—§ 12). 

Wir wenden uns nun zur Untersuchung der Gruppe der 
Transformationen, die bei den Drehungen der Ebene urn Af 
der wahre Kreis x in sich erfahrt (§ 1 3). Diese Gruppe besitzt 
folgende Eigenschaften: 1) Jede Drehung um Af, die einen 
Punkt von x festlaBt, laBt alle Punkte desselben fest (§ 14). 
2) Es gibt stets eine Drehung um AS, die irgendeinen ge- 
gebenen Punkt von x in irgendeinen anderen Punkt von x viber- 
fuhrt (§ 1 5). 3) Die Gruppe der Drehungen um M ist eine 
stetige (§ 1 6). Diese drei Eigenschaften bestimmen vollstandig 
den Bau der Gruppe der Transformationen, die alien Drehungen 
des wahren Kreises in sich entsprechen. Wir stellen namlich 
den folgenden Satz auf: Die Gruppe aller Transformationen 
des wahren Kreises x in sich, die Drehungen um yl/sind, ist 
holoedrisch isomorph mit der Gruppe der gewohnlichen Dre¬ 
hungen des gewohnlichen Kreises in sich (§ 17 § 1 S). 

Nunmehr untersuchen wir die Gruppe der Transformationen 
aller Punkte uuserer Ebene bei Drehungen um AT. Es gilt 
der Satz, daB es auBer der ldentitat keine Drehung der Ebene 
um Af gibt welche jeden Punkt eines wahren Kreises jx festlaBt 
(§ 19). Wir erkennen jetzt, daB jeder wahre Kreis eine ge¬ 
schlossene Jordansche Kurve ist, und gewinnen r ormeln fur 
die Transformationen jener Gruppe aller Drehungen um Af 
(§ 20—§ 2 i). Endlich folgen leicht die Satze: Wenn irgend 
zwei Punkte bei einer Bewegung der Ebene festbleiben, so 
bleiben alle Punkte fest, d. h. die Bewegung ist die Iden- 
titat. Jeder Punkt der Ebene laBt sich durch eine geeignete 

Hilbert: Grumlbgen der Geomctiie t>. Autl. 
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Aiihang IV 


Bewegung in jeden anderen Punkt der Ebene iiberfuhren 

(§ 22 )- 

Unser wichtigstes weiteres Ziel besteht darin, den Begriff 
der wahren Geraden in unserer Geometrie zu definieren und 
die fur den Aufbau der Geometrie notwendigen Eigenschaften 
dieses Begriffes zu entwickeln. Zunachst werden die Begriffe 
Halbdrehung und Mitte einer Strecke definiert (§ 23). Eine 
Strecke hat hochstens eine Mitte (§ 24), und wenn man von 
einer Strecke ihre Mitte kennt, so folgt, dafi auch jede kleinere 
Strecke eine Mitte besitzt (§ 25—§ 26). 

Um die Lage der Streckenmitten zu beurteilen, liaben wir 
einige Satze fiber sich beriihrende wahre Kreise notig, und 
zwar kommt es vor allem daraufan, zwei zueinanderkongruente 
Kreise zu kon3truieren, die sich einauder von auBen in einem 
und nur in einem Punkte beriihren (§ 27). Wir leiten femer 
einen allgemciuen Satz uber Kreise, die sich von innen be- 
rvihren, ab (§ 28) und sodann einen Satz iiber den besonderen 
Fall, daB der von innen beriihrende Kreis durch den Mittel- 
punkt des beriihrten Kreises geht (§ 20). 

Nunmehr wird eine bestimmte geniigend kleine Strecke als 
Einheitsstrecke zugrunde gelegt und aus dieser durch fort- 
gesetzte Halbierung und Halbdrehung ein System vonPunkten 
von der Art konstruiert, daB jedem Punkte dieses Systems eine 
bestimmte Zahl a zugeorduet ersc.hcint, die rational ist und 
nur eine Potenz von 2 als Nennerhat (§30). Nach Aufstellung 
eines Gesetzes iiber diese Zuordnung (§31) werden die Punkte 
des gewonnenen Punktsystems untereinander angeordnet, 
wobei die friiheren Siitze iiber sich beriihrende Kreise tur 
Geltung kommen (§ 32). Jetzt gelingt der Nachweis, daB die 

denZahlen |... entsprechenden Punkte gegen den Punkt o 

konvergieren (§ 33). Dieser Satz wird schrittweise veraUge- 
meiuert, bis wir schlieBlich erkennen, daB eine jede Punkt- 
reihe unseres Systems konvergiert, sobald die entsprechende 
Zahlenreihe konvergiert (§ 34—§ 35). 

Nach diesen Vorbereitungen gelingt die Definition der 
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wahren Geraden als eines Systems von Punkten, die aus zwei 
zugrunde gelegten Punkten entstehen, wenn man fortgesetzt 
die Mitten nimmt, Halbdrehungeu ausfuhrt und die Haufungs- 
stellen alter erhaltenenPunkte hinzufiigt (§ 3 6 )- Sodannkonnen 
Wir beweisen, daB die wahre Gerade eine stetige Kurve ist 
(§37), keinen Doppelpunkt besitzt (§38) und mit irgendeiner 
anderen wahren Geraden hochstens einen Punkt gemein hat 
(§ 39). Es ergibt sich ferner, daB die wahre Gerade jeden um 
einen ihrer Punkte gelegten Kreis schneidet, und hieraus folgt, 
daft man irgend zwei beliebige Punkte der Ebene stets durch 
eine wahre Gerade verbinden kann (§ 4 °)‘ A.uch erkennen wir 
in unserer Geometrie die Kongruenzsiitze als giiltig, wobei sich 
jedoch zwei Dreiecke nur dann als kongruent erweisen, wenn 
fur sie auch der Umiaufsinn der gleiche ist (§ 41). 

Hinsichtlich der Page des Systems aller wahren Geraden 
gegeneinander sind zwei Faile zu unterscheiden, ie nachdem 
das Parallelenaxiom gultig ist oder durch jeden Punkt zu einer 
gegebenenGeraden zweiGeradc existieren, die diesclmeiden- 
den Geraden von den nicht schneidenden Geraden abgrenzen. 
Im ersteren Falle gelangen wir zur Euklidischen, im letzteren 
zu Bolyai-Lobatschefskyschen Geometrie (§ 42). 

§ 1. 

Es sei M lrgendein Punkt in unserer Geometrie undzugleich 
der Bildpunkt in der Zahlenebene x 9 v. Unse. niichstes Ziel 
ist dann, um Jlfge wisse Punktgebilde zu konstruieren, die sich 
schlieBlich als die wahren Kreise um M herausstellen werden. 

Wir schlagen in der Zahlenebene um M einen „Zahlenkreis“, 
d.h. einen Kreis imSinne der gewohniichenMaBbestimmung, 
so klein, daB samtliche Punkte innerhalb und aufdiesem'Kreise 
® ebenfalls Bildpunkte sind und es auch Punkte auBerhalb 
$ gibt. Dann gibt es gewiB einen zu & konzentrischen Kreis f 
innerhalb $ von der Art, daB samtliche Bildpunkte innerhalb 
dieses Kreises f bei beliebigen Drehungen um M innerhalb 

des Kreises SI 1 bleiben. 

12 • 
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Um dies zu beweisen, betrachten wir in der Zahlenebene 
eine unendliche Reihe von konzentrischen Zahlenkreisen f lf 
mit abnehmendenundgegenokonvergierendenRadien 
und nehmen dann im Gegensatz zur Behauptung in jedem 
dieser Kreise einen Bildpunkt von der Art an, daB derselbe 
bei einer gewissenDrehung um J/aneineauflerhalbdesKreises 
ft gelegene Stelle kommt oder auf die Peripherie desKreises 
ft n'ickt: es sei A { ein solcher im Kreise f. gelegener Bildpunkt, 
der bei der Drehung A, in eine auBerhalb des Kreises ft oder 
auf demselben gelegene Stelle iibergeht. Wir denken uns dann 
von Af nach jedem Punkte A t den Radius r f des betreffenden 
Zahlenkreises t i gezogen und fassen die Kurve ins Auge, 
in welche der Radius r , bei der Drehung A,, ubergeht. Da 
diese Kurve y { vom Punkte Af nach einer gewissen Stelle auBer¬ 
halb oder auf dem Kreise $ lauft, so muB sie notwendig die 
Peripherie des Kreises ft treffen; es sei B i einer dieser Treff- 
punkte und B eine Verdichtungsstelle der Treffpunkte B v 
/? a , 77 3 , .... Nun sei allgemein C\ derjenige Punkt auf dem 
Radius r., der bei der Drehung A^ in B. iibergeht. Da die 
Punkte C x% Cg, ... gegen Af konvergieren, so gibt es nach 
Axiom III eine Drehung um Af y bei welcher der auf der Peri¬ 
pherie des Kreises ft gelegene Punkt B in den Punkt Af uber¬ 
geht. Dies widerspricht dem vorhin definierten Begriff der Be- 
wegung. 

§ a. 

Wie bereits in § i festgesetzt, sei l ein Zahlenkreis inner- 
halb ft, der die Bedingungen des dort bewiesenen Satzes er- 
fiillt, so daB samtliche Bildpunkte innerhalb f bei den Drehun- 
gen um Af innerhalb ft bleiben; fcraer sei k ein Zahlenkreis 
innerhalb f, dessen samtliche Punkte bei den Drehungen um 
Af innerhalb f bleiben. Dann bezeichnen wir kurz diejenigen 
Punkte der Zahlenebene, die bei irgendeiner Drehung um Af 
aus Punkten innerhalb oder auf k entstehen, als unbedeckt, 
Aus Axiom III folgt sofort, daB die bedekten Punkte eine 
abgeschlossene Punktmenge bilden. Ferner sei A ein be- 
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stimmter Punkt auBerhalb ft, welcher Bildpunkt ^ fur einen 
Punkt unserer Geometrie ist- Wenn sich nun ein unbedeckter 


Punkt A' durch eine Jordansche Kurve, die aus lauter un- 
bedeckten Punkten besteht, mit A verbinden laBt, so heifie 
A’ auJ 3 erhalb kk gelegen. lnsbesondere sind alle Punkte auBer¬ 
halb des Zahlenkreises f gewiB auBerhalb kk gelegene Punkte. 
Jeder bedeckte Punkt, zu dem in beliebig kleiner Umgebung 
sich Punkte auBerhalb kk befinden, heiBe ein Punkt auf kk. 
Die Punkte auf kk bilden eine abgeschlossene Punktmenge. 
Diejenigen Punkte J y die weder Punkte auBerhalb kk noch 
Punkte auf kk sind, sollen Punkte innerhalb kk heiBen. Ins- 
besondere sind also alle bedeckten Punkte, zu welchen nicht 
in beliebiger Nahe unbedeckte Punkte liegen, wie z. B. der 
Punkt J^fund die Punkte innerhalb k y sicher innerhalb kk ge¬ 
legen. 

§ 3 * 

Indem wir bedenken, daB, wie f bestimmt war, A bei den 
Drehungen um ./I^niemals in das Innere von t hineingelangt, 
erkennen wir, daB bei einer jeden Drehung um Af die Punkte 
auBerhalb kk wieder in Punkte auBerhalb kk f femer die Punkte 
auf kk wieder in Punkte auf kk und die Punkte innerhalb kk 
wiederum in Punkte innerhalb kk ubergehen. 

Jeder Punkt auf kk ist nach unserer Festsetzung ein be- 
deckter Punkt, und da wir wissen, daB die Punkte innerhalb 
k auch innerhalb kk liegen, so schlleBen wir hieraus folgende 
Tatsache: 

Zu jedem Punkte K auf kk gibt es gewiB eine Drehung 

um j\f y durch welche ein auf der Peripherie von k gelegener 
Punkt K' nach K gelangt. Der Radius JMK' des Zahlenkreises 
k liefert nach der Drehung A um Af eine Jordansche Kurve, 
welche Af mit dem Punkte K auf kk verbindet und die sonst 
ganz innerhalb kk verlauft. 

Zugleich sehen wir, daB mindestens ein Punkt der Peri¬ 
pherie des Zahlenkreises k y nimlich gewiB der Punkt IC , auf 
kk liegt. 
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Wir verbinden den auBerhalb kk gelegenen Punkt A durch 
irgendeine Jordansche Kurve mit AT und bezeichnen jetzt mit 
K denjenigen Punkt dieser Jordanschen Kurve der auf kk 
liegt und von der Art ist, dafi alle auf der Jordanschen Kurve 
zwischen K und A gelegenen Punkte auBerhalb kk liegen. 


St 



Sodann fassen wir das System aller aus AT durch Drehungen 
um AT hervorgehenden Punkte, d. h. den wahren Kreis x um 
A/ durch K ins Auge. Die Punkte dieses wahren Kreises sind 
samtlich Punkte auf kk. 

Nach Axiom II enthalt x unendlichviele Punkte. Ist A”* 
eine Verdichtungsstelle von Punkten des wahren Kreises x* so 
gehort diese wegen Axiom III ebenfalls zum wahren Kreise x. 
Bezeichnet K Y irgendeinen Punkt des wahren Kreises Xt so 
folgt, wenn wir diejenige Drehung um A/ausfuhren. welche 
JC'-' in K x uberfiihrt, dad auch K x eine Verdichtungsstelle von 
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Punkten des wahren Kreises x ist. Wir erhalten somit den 
Satz: 

Der ivahre Kreis x ist eine abgeschlossene und in sich dichte 
d. h. eine per/ekte Punktmenge . 

§ 4 - 

Das wichtigste Ziel der nachstfolgenden Entwickelungenbe- 
steht darin, zu zeigen, daB der wahre Kreis x eine geschlossene 
Jordansche Kurve ist. Es wird sich femer herausstellen, daB 
der wahre Kreis x mit den Punkten auf kk ubereinstimmt. 

Zunacbst beweisen wir, dafl irgend zwei Punkte K^, K^ des 
wahren Kreises x sich s/e/s unlereinander sowohl durch eine Jor¬ 
dansche Kurve verhinden las sen, die abgesehen von den Endpunkten 
gam innerhalb kk verlduft , a Is durch eine solche Jordansche Kurve % 
die abgesehen von den Endpunkten ganz auffcrhalb kk verlduft. 

In der Tat, ziehen wir entsprechend den obigen Aus- 
fuhrungen die Jordanschen Kurven JVfK x und AfK^, weiche 
innerhalb kk den Mittelpunkt M mit K t bezuglich K 2 ver- 
binden, und bestimmen auf der Kurve APK± von A^ausgehend 
den lelzten auf MK* gelegenen Punkt P, so bildet das Stuck 
PK X der ersteren Jordanschen Kurve zusammen mit dem 
Stuck PK Z der letzteren Jordanschen Kurve eine Verbindungs- 
kurve von der zuerst verlangten Art. 

Andererseits fassen wir die Drehungen um Af ins Auge, bei 
denen K in K^ bezuglich in K 2 iibergeht; die Punkte A x bez. A 2 , 
die dabei aus A entstehen, sind nach § 3 Punkte auBerhalb 
kk und lassen sich daher auBerhalb kk mit A verbinden. Aus 
diesen Verbindungskurven und denjenigen Jordanschen Kur¬ 
ven, die bei jenen Drehungen aus der in § 3 konstruierten 
Jordanschen Kurve A K entstehen, konnen wir leicht eine 
Jordansche Kurve zwischen K l und K 2 zusammensetzen, die 
ganz auBerhalb kk verlaufL 

§ 5 - 

Der eben gefundene Satz setzt uns in den Stand, die 
Punkte des wahren Kreises x in bestimmter "Weise anzuordnen. 
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Es seien A', A" 2 , A'g, A" 4 lrgend vier verschiedene Punkte 
des wahren Kreises x- Wir verbinden die Punkte A \, A^ emer- 
seits durch eine Jordansche Kurve, die ganz (d. h. zwischen 
A'j und A,) innerhalb AX- verlauft, und andererseits durch eine 
solche, die ganz auBerhalb AA verlauft. Da diese beiden Ver- 
bindungskurven einschlieBlich Hirer Endpunkte A', A", stetig 
sind, so bilden sie zusammen eine geschlossene Jordansche 
Kurve. Eine in dieser Weise aus A' , A 2 hergestellte Kurve 

wollen wir stets mit A\ /C z bezeichnen. Die ganze Zahlen- 
ebene zerfallt dann, abgesehen von A' selbst, nach dem 

bekannten Jordanschen Satze in zwei Gebiete, namlich das 

• • 

Innere und das AuBere dieser Kurve A\ A 2 . BetrefTs der Eage 
der Punkte A 3 , A 4 sind nun zwei Falle moglich: erstens, die 

Punkte A' 3 , K x werden durch die Kurve A\ A 2 nicht getrennt, 
d.h.sie liegen beide innerhalb oder beide auBerhalb derselben; 
zweitens, die Punkte A' , A 4 werden durch die Kurve A^A^ 
getrennt, d.h.es liegt A 3 innerhalb und A 4 auBerhalb der Kurve 
K x A 2 oder umgekehrt. 

Verbinden wir die Punkte A \, A 2 irgendwic anders durch 
einen innerhalb kk und einen auBerhalb A k verlaufenden Weg, 
so erkennen wir leicht, daB hinsichtlich der Lage der Punkte 
A 2 , A 4 zu der neu entstehenden geschlossenen Jordanschen 

Kurve A' A \ gewiB derselbe Fall eintritt wie vorhin. In der 
Tat, liegt beispielsweise der erste Fall vor, und befinden sich 

A 4 beide im Innem von A'A 2 , so verbinde man A 2 und 
A 4 durch einen innerhalb A A verlaufenden Weg W. Sollte 
derselbe aus dem Inneren der geschlossenen Kurve K x K % 
heraustreten, so miiBte er im weiteren Ve.rlauf doch schlicB- 
lich wieder in dieses Innere zuriickfiihren; es ist daher ge¬ 
wiB moglich, den auBerhalb A' A'„ verlaufenden Teil dieses 
Weges H durch einen nahe an dem betreffenden Stiicke von 
Aj A 2 verVaufenden V eg zu ersetzen, welcher ganz innerhalb 
AA und zugleich innerhalb A" verlauft, so dali dadurch ein 
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Verbindungsweg W zwischen Ag und A 4 entsteht. welcher 
ebenfalls ganz innerhalb kk und innerhalb A\ A g verlauft. Setzen 
wir aus dem innerhalb kk liegenden Teil der Kurve K x A 2 

und dem auBerhalb kk liegenden Teil der Kurve K X K 2 feine 

neue geschlossene Jordansche Kurve A\ A 2 zusammen, so ist 
W* offenbar ein Weg, welcher A3 und A 4 innerhalb dieser 

neuen Kurve verbindet, ohne die Kurve A^A^ zu durchsetzen, 

d. h. A a und A 4 werden durch K x A* gewiB nicht getrennt 
Hieraus folgt nach entsprechender Konstruktion auBerhalb 

kk, dafi A 3 und A^ auch durch die Kurve A, A 2 nicht getrennt 
werden. Wir durfen daher im ersten Falle schlechthin sagen: 
das Punktepaar A^ wird durch das Punktepaar K x , A 2 
nicht getrennt. Dann aber folgt auch im zweiten b alle, daft 
wir schlechthin sagen durfen: das Punktepaar A^, A 4 wird 
durch das Punktepaar K x> K* getrennt. 

Wir fuhren nun irgendeine Drehung um A/ aus, durch 
welche die Punkte Aj, , K z , A^ in K x , A g , K % , A 4 iiber- 

gehen. Bedenken wir, daB die Drehung nach der Definition 
eine stetige und eindeutig umkehrbare Transformation der 
Zahlenebene ist und die Punkte innerhalb kk in Punkte inner¬ 
halb kk, die Punkte auBerhalb kk in Punkte aufierhalb kk 
uberfuhrt, so folgt, daB die Punktepaare K x , A g und A s , A 4 
voneinander getrennt oder nicht getrennt liegen, je nachdem 
die Punktepaare A^, A^ und A^, A^ sich einander trennen 
oder nicht, d. h. die gegenseitige Lag* der Punktepaare K x , A \ 
und A3, K x bleibt bei einer belicbigen Drehung um Munverdndert. 

Wir leiten in ahnlicher Weise aucli die Satze ab, die den 
ubrigen bekannten Tatsachen hinsichtlich der gegenseitigen 
Lage der Punktepaare auf der Peripherie eines gewohnlichen 
Zahlenkreises entsprechen, namlich die Satze: 

Wenn K x , A g durch A s , A 4 getrennt werden .. werden auch 

K % , AT 4 durch K \, Ai getrennt . Wenn A,, A 4 durch A 2 , A 5 und 
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K % , A' a durch Ag, A', getrennt werden, so nurd auch K x , A' 4 durch 
Ag , A^ get remit. 

Dadurch sind wir zu dem folgenden Ergebnis gelangt: 
Die Punkte des wahren Kreises y. sind zyklisch , d. h. mit Ruck - 
sicht auf die gegcnseitige Trennung von Punktepaaren wie die 
Punkte eines gewohnlichen Zahienkreises angeordnet. Diese An - 
ordnung ist gegenuber den Drehungen um den Mittelpunkt AT des 
wahren Kreises x invariant. 


§ <>. 

Eine weitere wichtige Eigenschaft des wahren Kreises x 
sprechen wir wie folgt aus: 

Zu irgendeinem Punktepaar des wahren Kreises x gibt es stets 
ein Punktepaar dieses Kreises x, welcher jenes Punktepaar trennt . 

Wir bezeichnen mit A' w einen fest gewahlten Punkt des 
wahren Kreises x und wollen dann von irgend drei anderen 
Punkten A\ , K 2 , AJ, des wahren Kreises x sagen, es liege 
K % zwischen A' t und Ag bez. nicht zwischen K x und A s , je 
nachdein das Punktepaar A\ , Ag durch das Punktepaar Ag, A'^ 
getrennt oder nicht getrennt wird. 

Wir nehmen im Gegensatz zu der obigen Behauptung an, 
es seien A' und A" zwei Punkte des wahren Kreises x, die 
durch kein Punktepaar getrennt werden; dann folgt nach 
unserer Festsetzung gewifl auch, daJS zwischen den9elben kein 
Punkt von x liegt. Femer diirfen wir annehmen, es gabe 
einen Punkt A' von der Art, dafJ das Punktepaar K lt A”‘ 
durch das Punktepaar K,K r getrennt wird; anderenfalls nam- 
lich denken wir uns in der folgenden Entwickelung die Rollen 
der Punkte A'und A" miteinander vertauscht. Sodann wahlen 
wir eine uncndliche Reihe R von Punkten des wahren Kreises x, 
die gegen den Punkt A” konvergieren. und verbiuden K } mit 
K' sowohl durch eine innerhalh kk verla\ifende Kurve, wie 
durch eine aulicrhalb kk verlaufendc Kurve. DurchZusaminen* 
setzung dieser beiden Kurven crhalten wir eine geschlossene 
Jordansche Kurve K\ A', welche A^ von K trennt und daher 
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notwendig auch von unendlichvielen Punkten der gegen AT 
konvergenten Punktreihe R trennen muB. Es sei A a einer 
dieser Punkte der Reihe R. Da K 2 zwischen A^ und K' liegt 
und nicht zwischen K und K’ liegeu darf, so liegt not¬ 
wendig zwischen K x und K. Nunmehr verbinden wir analog 

K 2 mit K' durch eine geschlossene Jordansche Kurve A^AT' 
und gelangen ebenso zu einem Punkte A 8 der Reihe R , der 
zwischen K. d und AT liegt usf. Auf diese Weise erhalten wir 
eine unendliche Reihe von Punk fen A^ , A 2 , Ag, . . von denen 
jeder Punkt zwischen dem vorangehenden und K gelegen ist, und 
die gegen den Punkt K konvergiereti. 

Wir fiihren jetzt eine Drehung um jlf aus, bei welcher K 
in einen der Punkte K x , A” 2 , A 8 ,..., etwa in K i iibergeht. Der 
Punkt K’ gehe bei dieser Drehung in den Punkt K uber. 
Da unserer Annahme zufolge AT und A" durch kein Punkte- 
paar getrennt werden, so ist das gleiche mit dem Punktepaar 
K r K' der Fall. Infolgedessen mufi K' entweder mit 
oder mit A^ + l zusammenfallen oder zwischen R i _ 1 und R i + l 
liegen; in jedem Falle liegt also K! zwischen A'._ 2 und A^ +a , 
so daB auch die unendliche Reihe von Punkten K yJ Ag', A^, 

Rj, AYi»_gewiB von der Beschaffenheit ist, daB jeder 

Punkt dieser Reihe zwischen dem vorangehenden Punkte und 
dem Punkte AT gelegen ist. 

Wir wollen nun zeigen, daB auch die Punkte Kj y A^\A r 1 ' 1 ,... 
gegen den Punkt K konvergieren miissen. In der Tat, wiirden 
die Punkte A^... einen von K verschiedenen Punkt 
Q zur Verdichtungsstelle haben, so wahle man aus ihnen einen 
Punkt K' aus. Da A|' +4 , A'' +8 , A£' +12 , ... samtlich zwischen 
K x und AT liegen, so gibt es eine geschlossene Jordansche 

Kurve K'K, die den Punkt R x von den Punkten AJ' +4 , K' +8t 
A^' + 12, ... und daher auch von Q trennt, d. h. Q liegt not¬ 
wendig zwischen K' und K, Wegen der Anordnung der Punkte 
zu den Punkten K' folgt hieraus, daB Q auch zwischen 
den samtlichen Punkten A^,A^,A^,... einerseits und K ande- 



I 8 2 


Anhung IV 


rerseits liegt. Die geschlossene Jordansche Kurve Q muBte 
mithia samtliche Punkte A"j, K b , A^, ... von ATtrennen; dann 
konnten aber die Punkte A",, A^, Ag, ... nicht gegen K kon- 
vergieren v wie es sein sollte. 

N'unmehr betrachten wir die gegen K konvergierenden 
Punkte A', AZ , AT U ,... und die Punkte A” s \ A^\ A^,..., die 
nach dem eben Bewiesenen ebenfalls gegen K konvergieren. 
Da mittels einer Drehung ura A 1 der Punkt K in K { und zu- 
gleich JC in AV iibergeht, so miiftte es nach Axiom III aucli 
eine Drehung geben, welche A"und zugleich K' in die gemein- 
same Konvergenzstelle K uberfiihrt. Dies ist aber ein Wider- 
spruch gegen die Definition der Drehung. Sorait ist durch 
Widerlegung unserer Annahme der zu Anfang dieses §6 auf- 
gestellte Satz vollstandig bewiesen. 

§ 7 - 

Mit Rucksiclit auf die Festsetzungen zu Beginn des § 6 
fa9sen wir den wahren Kreis x unter AusschluB des Punktes 
K w als eine geordnete Punktmenge im Sinne Cantors auf: dann 
besitzt die sc Punktmenge den () r drum g sty pus des Line a rkon tinuums . 

Zum Beweise hierfur bestimmen wir zuniichst eine abzahl- 
bare Menge A von Punkten des wahren Kreises x, deren Ver- 
dichtungsstellen den wahren Kreis x selbst ausmachen. Eine 
solche Menge A besitzt nach Cantor 1 ) den Ordnungstypus des 
Systems aller ratioualen Zahlen in ihrer natiirlichen Rang- 
ordnung, d.h.es ist moglich, den Punkteu des Systems A der- 
art die ratioualen Zahlen zuzuordnen, daB, wenn A , P, C ir- 
gerul drei Punkte in A sind, von denen P zwischen A und 
C liegt von den drei zugeordneten rationalen Zahlen a, b, c 
allemal die Zahl b ihrem Werte nach zwischen a und c liegt 

Es sei nun K irgendein Punkt des wahren Kreises x, wel- 
cher nicht dem System A angehort; sind dann A, P Punkte 

n ,,Bcitra^e zur Bcgriindung der iranstmlten Mcngenlehre“, Math. An* 
nalcn Bd. 40, § Q; hinsichtlich uer wcitereu Schluttwcise des Tcxtes 
vergleiche man insbcsonderc ^ 11. 
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von so nennen wir A, B auf verschiedenen Seiten oder auf 
deraelben Seite von K gelegen, je nachdem A'zwischen A und 
B oder nicht zwischen A und B liegt. Clbertragen wir diese 
Festsetzung von den Punkten des Systems 6" auf die denselben 
zugeordneten rationalen Zahlen, so erhalten wir unter Vermitte- 
lung des Punktes ATeinen bestimmten Schnitt im Sinne Dede¬ 
kinds durch das System der rationalen Zahlen: wirordnendem 
Punkte ATdie durch diesenSchnittdefinierteirrationaleZahlza. 

Es kann nicht zwei verschiedene Punkte K und A" auf 
x geben, denen die gleiche irrationale Zahl zugeordnet er- 
scheint. In der Tat, konstruieren wir eine geschlossene Jor- 

dansche Kurve KK' und sei H irgendein zwischen K und FC 

und folglich innerhalb KFC gelegener Punkt von x, so muB 
es, da FF eine Verdichtungsstelle von Punkten des Systems 

ist, gewiB auch einen Punkt A in S geben, der innerhalb A"A" 
und daher auch zwischen K und A" liegt. Die zu A gehorige 
rationale Zahl a bedingt daher jedenfalls eine Verschiedenheit 
der Schnitte, die unter Vermittelung der Punkte K und K ' 
entstanden sind. 

Wir wollen endlich zeigen, daB es auch umgekehrt zu jeder 
irrationalen Zahl a einen Punkt K auf x gibt, dem diese zu¬ 
geordnet erscheint. Zu dem Zwecke sei a x , <z 2 , <2^, ... eine 
Reihe zunehmender und , £ 2 , £ s ,... eine Reihe abnehmen- 
der Zahlen, deren jede gegen a konvergiert. Man konstruiere 
die diesen Zahlen zugehorigen Punkte A t , A 2 , A 3 , . . . bez. 
Bj > B 2 ,B 3 ,...und bezeichne mit K trgendeine Verdichtungs¬ 
stelle dieser Punkte A lf A 2 , A 3 , ..., B 1 , B 2 , B s , Der Punkt 

K gehort dann notwendig der Zahl a zu. Denn, wenn wir 

allgemein eine geschlossene Jordansche Kurve ■^.B i kon¬ 
struieren, so liegen die Punkte A i + l , A i + 2 , A i + 9f • • + 1» 

+ Bi + 3» • • ♦ und folglich auch der Verdichtungspunkt 

innerhalb A i B iy d. h. zwischen den Punkten A., B v Der unter 
Vermittelung von K entstehende Schnitt ist mithin kein an- 
derer als derjenige, der die Zahl a bestimmt. 
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Betrachten wir nun die Punkte auf der Peripherie eines 
gewohnlichen Zahlenkreises mit dera Radius 1 und ordnen 
einem dieser Punkte das Zeiehen -±- 00 und den Punkt AT 
zu, den iibrigen Punkten dagegen in stetiger Folge die samt- 
lichen reellen Zahlen und diesen wiederum die entsprechen- 
den Punkte des wahren Kreises x, so gelangen wir zu fol- 
genderu Resultat: Die Punkte des wahren Kreises x lassen sich 
unter Erhaltung ihrer Anordnung umkehrbar cindeutig ciuf die Punkte 
der Peripherie eines gewohnlichen Zahlenkreises mit dem Radius I 
ahbilden. 

§ a. 

Um das in § 4 bezeichnete Ziel zu en eichen, bleibt nur noch 
die Stetigkeit der gewonnenen Abbildung, d. h. die Lucken- 
losigkeit des wahren Kreises x zu zeigen iibrig. Zu demZwecke 
denken wir uns die Punkte des wahren Kreises x durch die 
Koordinaten .r, y der Zahlenebene und andererseits die 
Punkte des Zahlenkreises mit dem Radius 1 durch den Bogen 
/ von einem festen Anfangspunkte an bestimmt: dann haben 
wir zu beweisen, daft „v, y sletige Funktionen von t sind. 

Es seien nun / t ,/ 2 ,/ 3 ,. . . irgendeine Reihe gegen kon- 
vergierender, entweder samtlich wachsender oder samtlich ab- 
nelimenderWerte und A\ , A 3 , A^,... seien bez.die diesen Pura- 
meterwerten zugeordneten Punkte des wahren Kreises x, wah- 
rend der Wert /* einem Punkte K* auf x entsprechen moge. 
Fs sei fcrner Q eine Verdichtungsstclle der Punkte 

A 3 ,-Konstruieren wir allgemein eine geschlossene Jordan- 

sche Kurve A'A"* 4 *, so liegen notwendig die Punkte A” i+J , 
A^ + 2 , A; + 8 , ... und folglich auch deren Verdichtungsstclle 
Q inuerhalb A^A'*, d. h. es liegt auch der Punkt Q zwischen 
AT und K*\ demnach rauB sich auch der zu Q gehorige Wert 
des Parameters / allgemein zwischen t. und befinden. Der 
letztere Widerspruch lost sich nur, wenn Q und K * zusammen- 
fallt; mithin kouvergieren die Punkte A' . A^, ... gegen 

den Punkt K*\ Damit ist die Stetigkeit der Funktion .v ,y vom 
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Parameter t vollig bewiesen, und es folgt eine Tatsache, die 
wir in § 4 als das erste wichtige Ziel unserer Entwickelung 
hingestellt haben, namlich der folgende Satz: 

Dcr vL'akre Kreis x ist in der Zahienebene cine geschlossene 
Jordansche Kurve. 

§ 9. 

Wir wissen, daB die Punkte des wahren Kreises x samtlich 
zu den Punkten auf kk gehoren; es wird sich auch zeigen, 
daB letztere Punkte samtlich auf x liegen, so daB der weiter- 
gehende Satz gilt: 

Der vuafire Kreis x is/ identisch mit den Punkten auf kk; die 
inner ha lb x liegenden Punkte sind zugleich die Pu?ikte innerkalb kk, 
und die aufierhalb x liegenden Punkte sind zugleich die Punkte 
aujterhalb kk. 

Um diesen Satz zu erkennen, zeigen wir zunachst, daB der 
Punkt Af der „Mittelpunkt“ des wahren Kreises x , mit jedem 
Punkte J innerhalb x durch eine stetige Kurve verbunden wer- 
den kann, ohae daft dabei der wahre Kreis x uberschritten 
wird. 

In der Tat, ziehen wir durch J irgendeine gewohnliche Ge- 
rade in der Zahienebene, eine sogenannte „Zahleugerade“, 
so seien K Y und A" 2 die ersten Punkte dieser Zahlengeraden, 
die auf x liegen. nach den beiden Richtungen hin von J aus 
gerechnet. Da A* und K % auch Punkte auf kk 3ind, so konnen 
sie mit Af durch je eine Jordansche Kurve ATK X bez ,AdK 2 ver¬ 
bunden werden, die ganz innerhalb kk verlaufen und daher 
gewiB nicht den wahren Kreis x iiberschreiten. TrifFt eine 
dieser Jordanschen Kurven das Geradenstuck A^A^ etwa im 
Punkte B, so bildet das Kurvenstuck AIB mit dem Geraden¬ 
stuck JB zusammen den gesuchten Verbindungsweg. Im ent- 
gegengesetzten Falle bilden MK Y und AfK 2 zusammen mit 
dem Geradenstuck K t K a eine geschlossene Jordansche Kurve 
y. Da diese Kurve y ganz innerhalb des Zahlenkreises f (§ 1) 
liegt, so laBt sich der auBerhalb des Zahlenkreises ^ gelegene 
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Punkt A gewift nicht mit ejnem Punlde innerhalb y verbinden, 
obne daft dabei ein Punkt der Kurve y iiberschritten wird. Die 
Kurve y bestelit nun aus Punkten innerhalb kk, aus Punkten 
auf kk und aus Punkten innerhalb x. Da die letzteren Punkte 
von A aus nur durch Uberschreitung eincs Punktes auf x, der 
ebenfalls ein Punkt auf kk ist, erreicht werden koimen, so liegt 
das ganze innerhalb y gelegene Gcbiet notwendig auch inner¬ 
halb kk. Verbinden wir also A/ init / durch einen stetigen, 
innerhalb y verlaufenden Weg, so liherschreitet dieser Weg 
den wahren Kreis x sicher nicht und ist mithin von der ge- 
wunschten Art. 

Wir schlieften daraus zunachst, daft A/ innerhalb x liegt, 

d. h. der Ahftrlpunkl A/ des wahren Arrises x iiegi innerhalb des- 
selbcn. 

Da ferner jeder Punkt auf kk mit M durch eine Jordan- 
sche Kurve verbunden werden kaun, die, von den Endpunkten 
abgesehen, ganz innerhalb kk vcrlauft und also x gewift nicht 
trifTt, so liegt jeder Punkt auf kk notwendig auf x oder inner¬ 
halb x. Giibe es einen Punkt P auf kk, der innerhalb x liegt, so 
konnte der aufterhalb ft gelegene Punkt A nicht mit Punkten 
in bcliehiger Nahe von P verbunden werden. ohne daft da¬ 
bei ein Punkt von x uberschritten wird; da aber jeder Punkt 
von x zu den bedeckten gehort, so konnte /'nicht ein Punkt 
auf kk sein; dies ist ein Widerspruch. Alle Punkte auf kk 

liegen also zugleich auf x, womit obige Behauptung vollig 
erwiesen ist. 


§ 10. 

Das Punktgebilde kk ist in § 2 durch eine gewisse Kon- 
struktion aus dem Zahlenkreise k hervorgegangen. Da der 
Xahlenkreis k, wie in § 3 gezeigt worden ist, mindestens einen 
Punkt auf kk enthaU und im ubrigen ganz auf oder innerhalb 
kk liegt und die 1 unkte auf kk uach § 9 nichts anderes als der 
wahre Kreis x sind, so haben wir in der obigen Konstruktion 
zugleich ein Mittel, um aus dem Zahlenkreise k einen wahren 
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Kreis x zu konstruieren, welcher eine geschlossene Jordan- 

sche Kurve ist und den Zahlenkreis k umschlieBt, diesen von 

• auBen beruhrend; hier und im Folgenden sagen wir von zwei 

Jordanschen Kurven, wenn die eine die andere im Inneren 

enthalt und mit ihr wenigstens einen Punkt gemein hat daB 

die erste die zweite von auBen, diese aber jene von innen 
beruhrt. 

Durch eine geringe Abanderung des frtiheren Verfahrens, 
namlich durch eine Vertauschung der Rollen, die den Punk- 
ten innerhaib und auBerhalb k zugeteilt worden sind, konnen 
wir aus dem Zahlenkreise k noch einen anderen wahren 
Kreis konstruieren; wir bezeichnen jetzt diejenigen Punkte 
der Zahlenebene, die bei irgendeiner Drehung um M ans 
Punkten auBerhalb oder auf k entstehen, als bedeckt; alle an¬ 
deren Punkte dagegen als unbedeckt. Wenn nun ein unbe- 
deckter Punkt sich durch eine Jordansche Kurve, die aus 
lauter unbedeckten Punkten besteht, mit Af verbinden laBt, 
so heiBe dieser Punkt innerhaib kkk. Die Grenzpunkte dieser 
Punkte innerhaib kkk heiBen Punkte auf kkk, und alle ubrigen 
Punkte heiBen auBerhalb kkk. Wir zeigen dann ahnlich wie 
m §3 bis §9, dajt die Punkte auf kkk einen wahren Kreis um 
M bilden, der eine geschlossene Jordansche Kurve ist, den Mittel- 

punkt M umschliejtt und innerhaib des Zahlenkreises k verlduft 
diesen von innen beruhrend. ’ 


§ 


I I 


An Stelle des Zahlenkreises k kann man nun eine beliebige 
geschlossene, innerhaib k verlaufende Jordansche Kurve z 

T en ’ , dle den Punkt M im Innem enthalt: durch Anwendung 

der namhchen Konstruktion erhalten wir dann zu dieser Kurve z 

sowohl einen bestimmten sie umschliefienden wahren Kreis um M, 

der e,ne geschlossene Jordansche Kurve ist und z von auften beriihrt, 

als auch einen bestimmten innerhaib z verlau/enden wahren Kreis 

umM, der eine geschlossene Jordansche Kurve ist und z von innen 
beruhrt. 


Hilbert: Grundlagen der Geometrie. 6. Aufl. 
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Wir bernerken ooch, daB jeder solche aus einer Jordan- 
schen Kun t- s konstruierte wahre Kreis auch aus einem Zah- 
lenkreise erzeugt werden kann: man braucht nur denjenigen 
Zahlenkreis zu wahlen, der innerhalb des vorgelegten wahren 
Kreises ihn von innen beruhrend verlauft bez. ihn von auBen 
beriihrend umschlieBt; denn zwei wahre Kreise, die geschlos- 
sene Jordansche Kurveu sind und denselben Zahlenkreis sei 
es beide umschlieBend, sei es beide ganz innerhalb verlau- 
fend beruhren, rmiBten gewiB einen Punkt gemein haben und 
wareri folglich uberhaupt miteinander identisch. 



i 




Nunmehr konnen wir ohne erhebliche Schwierigkeit die 
wichtige I atsache beweisen, daJS jeder durch irge ride inert Punkt 
P innerhalb x ge he tide uuihre Kreis urn J/ ebenso irie die in § I I 
konstruier ten ivahreti Kreise eine geschlossene Jcrdansche Kurve is/, 
die Af im Intiern enthdll. 

Zum Bcweise fassen wir einerseits alle wahren Kreise um 
M ins Auge, die geschlossene Jordansche Kurven sind und P 
ausschlieBen: sic mogen wahre Kreise erster Art lieiBen; und 
andcrorseits alle diejenigen, die geschlossene jordansche 
Kurven sind und P cinschlieBen: sie mogen wahre Kreise 
zzvei/er Art heiBen. 

Wir denken uns zuniichst aus jedem Zahlenkreise mit dem 
Mittelpunkt AT den unischliejSetiden wahren Kreis erzeugt und 
fassen dann diejenigen Zahlenkreise ins Auge, aus denen 
wahre Kreise entspringen, die erster Art sind. Sodann suchen 
wir fur diese Zahlenkreise den Grenzkreis g, d. li. den klein- 


sten Zahlenkreis, der sie samtlich enthalt. Alle Zahlenkreise, 
die kleiner als g sind. liefern dann wahre Kreise erster Art. 
Der aus dem Zahlenkreise g entspringende wahre Kreis y 
muBte, worm er nicht durch P geht, diesen Punkt ebenfalls 
uusschlieBen. Dcnn lage P innerhalb y , so ziehe man eine 
ganz innerhalb y verlaufende, die Punkte . 7 /und P umschlie- 


Bt nde geschlossene Jordansche Kurve und erzeuge aus dieser 
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den wahren Kreis, der sie umschlieBt. Dieser wahre Kreis iieBe 
sich, da er ja gewifi in das Innere des Zahlenkreises g hinein- 
tritt, durch einen Zahlenkreis erzeugen, der kleiner als g ist; 
er umschlieBt femer den Punkt P\ was nicht moglich ist. Da 
wie erwahnt, alle wahren Kreise um A/, die geschlossene Jor- 
dansche Kurven sind, auch aus Zahlenkreisen um vl/entsprin- 
gen, so ist offenbar der aus g entspringende wahre Kreis ein 
solcher Kreis erster Art, welcher alle anderen wahren Kreise 
erster Art umschlieBt. 

Indem wir andererseits aus jedem Zahlenkreise mit dem 
MittelpuDkt AT denjenigen wahren Kreis erzeugt denken, der 
jenen Zahlenkreis ausschlieBt, beweisen wir auf ahnlichem 
Wege die Existenz eines wahren Kreises zwe iter Art, welcher 
von alien anderen wahren Kreisen zweiter Art umschlossen 
wird. 

Wurden nun die gefundenen wahren Grenzkreise beide 
nicht durch /^gehen, so konnte man eine Jordansclie Kurve 
in dem zwischen ihnen gelegenen ringformigen Gebiete 
ziehen, welche sicher durch unser Verfahren einen wahren 
Kreis liefern wurde, der eine geschlossene Jordansche Kurve, 
aber weder von der ersten noch von der zweiten Art ware; 
dies ist ein Widerspruch, und damit haben wir die zu An- 
fang von §12 aufgestellte Behauptung bewiesen. 

§ 13 * 

Nachdem wir im Vorstehenden die wichtigsten Eigenschaf- 
ten der wahren Kreise um Mge funden haben, die durch Punkte 
innerhalb x laufen, wen den wir uns nun zur Unter sue hung der 
Gruppe alter Peivegungen, die bei den Drehungen der Phene um 
Af der wahre Kreis x in sich er/ahrt. 

Es seien den Entwickelungen in § 8 gemafi, die Punkte des 
wahren Kreises x auf die Punkte t der Peripherie eines Zahlen¬ 
kreises mit dem Radius 1 unter Erhaltung ihrer Anordnung 
abgebildet: dann entspricht einer jeden Drehung A unserer 
Ebene um AT eine bestimmte umkehrbar eindeutige stetige 


13 
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Transformation der Punkte / des Finheitskreises in sich, da 
ja nach § 5 bei einer Drehung die Anordnung der Punkte auf 
dem wahren Kxeise und daber mit Rucksicht auf § 7 auch 
die Anordnung der Parameterwerte / ungeandert bleibt. Diese 
Transformation laJJt sich durch eine Formel von der Gestalt 

/' = A(/) 

darstellen, wo A(/) eine stetige Funktion ist, die mit wach- 
sendem t entweder stets wachst oder stets abnimmt und die 
bei Vermehrung des Arguments / um 2 tz sich ebenfalls um 
den Betrag 2 71 andert. 

Diejenigen Funktion'n A(/), die bei wachsendem Argument 
/ abnehmen, entsprechen Transformationen, die den Umlaufs- 
sinn auf dem wahren Kreise andern, und da zufolge unserer 
Fassung des Begriflfes der Bewegung bei einer Bewegung der 
Umlaufssinn stets derselbe bleiben soil, so ergibt sich, daB die 
Funktion A(/) bei wachsendem Argument / stets wachsen muB. 

§ 1 4 - 

Wir fragen zunachst, ob es in dieserGruppe allerDrehungen 
um Jlf cine Drehung geben kann, bei welcher ein Punkt A des 
wahren Kreises * ungeandeit bleibt. Es sei/ — a derParameter- 
wert fur einen solchen Punkt A und dieser bleibe bei der 
eigentlichen Drehung A fest, die durch die Formel 

/' = A(/) 

dargestellt wird. Femcr sei B irgendein Punkt des wahren 
Kreises mit dem Parameterwert / = b % der bei der Drehung 
A seine Lage verandere; wir machen etwa die Annahme 
worin keine Einschriinkung liegt. 

Sowohl A(/) als auuh die umgekehrte Funktion A“ *(/) sind 
von der Art, daB sie bei zunelimcndem Argument zunehmen. 
Wegen A(«) = a schlieBen wir hieraus der Reihe nach, daB 
siimtliche GroBen, die durch die symbolischen Potenzen 

A(£), AA(£) A - (b), A\b) .A -'(b). A - *(/>), A ~*(b), ... 


Uber die Grundlagcn der Geometrie } g r 

dargestellt werden, unterhalb a iiegen. Nun bilden, falls A (b) > b 
ausfallt, die GroBen 

A (b), A 2 (b), A 3 (£), ... 

eine Reihe bestandig zunehmender Werte; im Falle A (£)</>• 
gilt das gleiche von der GroBenreihe 

A - 1 (b)> A” 2 (b), A -3 (£), .... 

Aus diesen Tatsachen entnehmen wir, daB im ersteren Falle 
die direkten Wiederholungen derDrehung A auf b angewandt, 
im letzteren die symbolischen Potenzen von A (b) mitnegativen 
Exponenten sich einem Grenzwert g nahem mussen, der 
zwischen a und b liegt oder mit a ubereinstimmt. Entspricht 
der Grenzzahl g etwa der Punkt G auf dem wahren Kreise x, 
so bilden die Potenzen von A mit positiven bez. negativen 
Exponenten Bewegungen, so daBdurch sie der Punkt ^schlieB- 
lich in beliebige Nahe von G iibergeht und zugleich durch 
sie Punkte in beliebig kleiner Umgebung von G in beliebig 
kleiner Umgebung von G bleiben. Nach Axiom III muBte es 
demnach eine Bewegung geben, welche B in G iiberfiihrt und 
zugleich G ungeandert laBt; dies widersprache dem Begriflfe 
der Bewegung. As ist demnach die Drehung A, welche den Punkt A 
festldjlt, noiwendig eine solche, die alle Punkte des Kreises y.fcstldJ 3 t, 
d. h. fur diesen Kreis die Identitdt. 

§ 1 5 * 

Aus der Definition des wahren Kreises leuchtet unmittelbar 
die folgende Tatsache ein: 

Es gibt stets eine Drehung um M f welche den beliebig gegebenen 

unkt O des wahren Kreises x in einen anderen beliebig gegebenen 
Punkt S desselben iiberfiihrt . 

§ 16. 

Wir leiten jetzt eine weitere Eigenschaft fur die Gruppe der 
bewegungen eines wahren Kreises in sich ab. 
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Esseien O y S, T y zfviersolche Punkte aufdera wahrenKreisex, 
daB diejenigeDrehung um Af y vermoge welcher Oin A*ubergeht, 
den Punkt T nach Z bewegt, so daB die Lage von Z eindeutig 
durch die Punkte O y S, 7 ’ mitbestimmt ist. Halten wir O fest 
und bewegen S uud T auf dem wahren Kreise, so er/olgt bei 
steliger Anderung 7>on S und T auch die Anderung von Z stetig. 

Uin dies zu beweisen, wahlen wir eine unendliche Reihe 
von Punkten S 1% S' 2 , S 3 , . . die gegen den Punkt A' konver¬ 
gieren, und eine unendliche Reihe von Punkten 7\ t T 3 , 

die gegen den Punkt 7' konvergieren. Die Drehungen um A/, 
vermoge deren O in S % , S 3 , .. . iibergeht, bezeichnen wir 
bez. mit A 4 , A 2 , A 3 ,... und die durch diese Drehungen bez. 
aus 7\ , , 7’ 3 ,... entspringenden Punkte seien Z l , Z % , Z s ,. ..; 

dann haben wir zu zeigen, daB die Punkte Z x% Z %y Z %% ... gegen 
Z konvergieren. Es sei Z '* eine Verdichtungsstelle der Punkte 
Z l , Z^ y Z z% .... Nach Axiom III gibt es dann eine Drehung 
um Af % vermoge deren O in A’ und zugleich 7' in Z* iibergeht. 
Hierdurch erweist sich aber Z* : als eindeutig bestimmt und 
mit Z identisch. 


§ 17 - 

In § 14 bis § 16 haben wir erkannt, daB die Gruppe aller 
Drehungen des wahren Kreises x in sich die folgenden Eigen- 
schaften besitzt: 

1 . Es gibt auBer der Identitiit keine Drehung um Af y welche 
einen Punkt des wahren Kreises x festliiBt. 

2 . Wenn O, A’ irgend zwei beliebige Punkte des wahren 
Kreises x sind, so gibt es gewiB eine Drehung um Af, welche 
O in 6 * uberfuhrt, 

3 . Bei einer Drehung um die O nach A bewegt, gelio 
zugleich 7’ in Z iiber; der somit durch O, A*, 7’eindeutig be- 
stimnite Punkt Z erfahrt auf x eine stetige Anderung, wenn 
A* und 7 T auf x stetig ihre Lage andern. 

Diese drei Eigenschaften bestimmen vollstandig den Bau 
der Gruppe der Transformationen A(/), die den Bewegungen 
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des wahren Kreises in sich entsprechen. Wir steilen namlich 
den folgenden Satz auf: 

Die Gruppe aller Bewegungen des wahren Kreises x in sich y 
die Drehungen urn Af sind, ist holoedrisch- iso morph mit der Gruppe 
der gewohnlichen Drehungen des Zah/eneinheitskreises urn Af in sich. 

§ * 8 - 

Wenn wir uns diejenige Drehung um Af, die ciea hinkf 
O des wahren Kreises x mit dera Parameterwert O in den 
Punkt 6* mit dem Parameterwert .v uberfuhrt, durch die Trans- 
formationsformel 

/' -- A (/, s) 

dargestellt denken, wobei wir den Funktionswert A {/, o) =» t 
nehmen, so erkennen wir auf Grund der gefundenen Eigen* 
schaften der Drehungsgruppe, daft die Funktion A(/, s) ein- 
deutig und stetig fur alle Werte der beiden Veranderlichen 
/, j ist. Auch folgt, da s bis auf Vielfache von 2 et eindeutig 
durcb zwei zusarainengehorige Werte / und t' bestimmt ist. 
daft die Funktion A(/, s) bei konstantem / mit wachsendem s 
nur entweder bestandig wachst oder abnimmt, und da sie fur 
t — o in j iibergeht, so tritt notwendig der erstere Fall ein. 
Nun ist 

A(/, /) > A (o, /), A (o, /) = /; (/ > o) 

und wegen 

A(2tt, s) — 2 tc —f- A(o, s) — 2 TV s 

folgt 

A (2 71, 2 7t) = 4 Tt. 

Mithin hat die Funktion A (7, /) (> /) der einen Verander- 
Hchen t die Eigenschaft, bestandig von o bis 4 ?r zu wachsen, 
wahrend das Argument t von o bis 2 st wachsL Aus diesem 
Umstande schliefien wir sofort folgende Tatsache: 

Wenn irgendeine positive Zahi /' vorgelegt ist, so 

gibt es stets eine und nur eine positive Zahi / r so daft 

A(/, /) = /' 
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wird; es ist /< Der Parameterwert / liefert einen Punkt 
des wahren Kreises von der Art, daft bei einer gewissen Dre- 
hung um M der Punkt / = o sich nach / und zugleich dei 
Punkt t nach /' bewegt. 

Wir bezeichnen nun denjenigen Wert /, fur welchen 

A (/, /) *= 2 71 

wjrd, mit cp (£), denjenigen, fiir welchen 


wird, 


ruit <p 



A(/, /) <p(.J) 


denjenigen, fiir welchen 


wird. 


mit <p 



* ('• ') “ v ( a \) 

.; ferner setzen wir allgemein 



wo 2 </ cine gerade ganze Zahl bedeutet und n eine gauze 
2 ahl I ist, und ferner setzen wir 


<p(o) — o, qr (i) =*- — tt* 

Damit ist die h unktion qp fiir alle rationalen Argumente, deren 
Nenner eine Polenz von 2 ist, widerspruchslos defmiert. 

1st nun ein beliebiges positives Argument < i, so ent- 
wickeln wir o in einen Dualbruch von der Form 


wo z it r 2 , z 3 , . 
len der Reihe 



lauter Zifferu o, i bedeuten. Da die Zah~ 


*(»)• v(;*■+>). <r(7 + i, + *).... 

gewift menials abnehmen und samtlieh <C <^(i) bleiben, so 
nahern sie sich einem C.renzwcrt; diesen bezeichnen wir mit 
<p(o). Die Funktion cp(c) ist eine Funktion, die mit wachsen- 
dem Argument stets wachst; wir wollen beweisen, daft sie 
auch stetig ist. In der Pat, ware sie an einer Stelle 
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mcht stetig, so miibten die beiden Grenzwerte 



_+* 

2 n 


1 


voneinander verschieden ausfallen und mithin die unendliehe 
Reihe von Punkten, die den Parametern 



entsprechen, gegen einen anderen Punkt konvergieren als die 
unendliehe Reihe von Punkten, die den Parametern 




_ i a t H - 1 \ 

v \ 2 a 




3 + 1 


)- 


entsprechen. Nuu fuhrt dieselbe Drehung, vermoge deren der 
Punkt / — cp {ii) in den Punkt t — cp ( ^ n ubergeht, auch 


zugleich den Punkt / = cp 
liber, und da die Zahlen cp 


{in) in den Punkt / — v (^Ti) 

( i) » <P ("a) * <P ( 2 \) * • • * bestandig 


abnehmen und die diesen Parameterwerten entsprechenden 
Punkte daher gegen eine Stelle A konvergieren miissen, so 
konvergieren mit Rucksicht auf Axiom III einer oft angewand- 
ten Schluftweise zufolge auch die vorhin genannten unend- 
lichen Reihen von Punkten beide gegen denselben Punkt. 

Die Funktion cp(o) gestattet, da sie stets wachst und stetig 
ist, auch eine eindeutige und stetige Umkehrung. 

Die Drehung um A/, durch welche der Punkt / = o in 


den Punkt / -- cp (~ubergeht, fiihrt zugleich den Punkt 

* “ ^ (2m) in ‘ “ <P (2rn ■+■ in) aber > unter b m irgendeine ganze 
Zahl verstanden. Da fur n — 00 die VVerte <SP gegen 90(a) 
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und zugleich die Zahlen S e S en a ) kon- 

vergieren, so gibt es nacli Axiom III eine Drehung, welche 
den Punkt / = o nach / = cp(o) und zugleich den Punkt 

/ cp nach / — cp o') bewegt, d. h. es ist 

V(o))-v(^5 + «). 

und da 0 eine stetige Funktion ist, so folgt hieraus allgemein 
fur beliebige Parametcrwerte r, 0 

A (cp (t) , cp (a'') = cp (t 4 - a) • 

Damit ist bewiesen, daft, wenn wir in der Transformations- 
formel 

/' = A (/, s) 

mittels einer gewissen nmkehrbar eindeutigen Funktion <p an 
Stelle von /, /', s neue Parameter r, r', 0 gemafi 

/ =• cp (t) , /' <p(x') . ^ — <*>(0) 

einfiihren, sich die Drehung in den neuen Parametern durch 
die Formel 

r — r 4 - 0 

ausdriickt. Dieser Satz lehrt die Richtigkeit der in § i 7 auf- 
gestellten Behauptung. 

Wir setzen noch an Stelle des Parameters 0 den Para¬ 
meter co =» 2 710, und nennen diesen Parameter co den Winkel 
oder die Bogenldnge zwischen den Punkten 0 (o = o) und S* 
(d. h. 0) auf dem wahren Krcis x; die Drehung, bei welcher 
der Punkt 0 (a = o) in den Punkt .S' ^d li. 0) iibergeht, heiBe 
eine Drehung A [co] des ivahrcn Kreises x in sich um den Winkel co. 


§ IQ- 

Durch diesen Beweis des Satzes in § 17 haben wir die 
Untersuchung der Drehungen des wahren Kreises x in sich 
beendet. Wegen § 1 1 und §12 erkennen wir, daft die in 
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§ I 3 bis § 1 8 fur den wahren Kreis x angewandten SchluB- 
weisen und bewieseneo Xatsachen auch fur alle wahren Kreise 
11m M giiltig sind, die innerhalb x liegen. 

Wir wenden uns nun zu der Gmppe der Transformationen 
aller Punkte bei den Drehungen der Ebene urn den festen 
Punkt M und beweisen der Reihe nach folgende Satze: 

£s sei von einein wahren JCre is e ft urn J\I bekannt> da.fi er einc 
geschlossene Jordanscke /Curve ist, in deren Tnnerem dkfhegf: dann 
gibt es aufter der Ideniitdt keine Drehung der Ebene um M y ivelche 
jeden Punki des wahren Kreises ft fesildjit. 

Zum Beweise bezeichnen wir eine Drehung um M y die 
jeden Punkt auf ft festlaBt, mit M und nehmen dann erstens 
im Gegensatz zur Behauptung an, es gabe auf ft einen Punkte, 
in dessen beliebiger Nahe Punkte liegen, die ihre Page bei 
einer Drehung M verandem. Um A schlagen wir, was nach 
§ 1 2 gewift moglich ist, einen wahren Kreis a, der durch einen 
gegemiberM veranderlichen Punkt gehe und hinreichcnd klein 
ist, so daB zufolge der obigen Bemerkung der Satz in § 14 fur 
ihn zutrifft. Es sei B ein Schnittpunkt dieses Kreises mit u, 
dann charakterisiert sich die Bewegung M zugleich als eine 
Drehung des Kreises « in sich, bei der B festbleibt- Bei einer 
solchen Drehung bleiben aber nach § 14 alle Punkte auf a 
fest, was nicht der Fall ist: unsere erstere Annahme erweist 

sich demnach als unzulassig. 

Wir konstruieren nunmehr ein System von geschlossenen 

Jordanschen Kurven um M, zu deneu ft gehort und von denen 
die andere entweder ganz ein- oder ganz um3cblieBt, so daB 
durch jeden Punkt der Zahlebene eine und nur eine Kurve des 
Systems hindurchgeht Dann nehmen wir zwei/ens im Gegen¬ 
satz zur obigen Behauptung an, es sei l eine Kurve dieses 
Systems innerhalb ft bez. auCerhalb ft, so daB alle Punkte in 
dem ringformigen Gebiete zwischen ft und X bei 3eder Drehung 
M festbleiben, wahrend in beliebiger Nahe der Kurve X solche 
Punkte vorhanden sind, die nicht bei jeder Drehung M fest¬ 
bleiben. 
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Es sei A ein Pankt auf l , in dessen beliebiger Nahe bei M 
bewegliche Punkte liegeD; dann schlagen wir um A einen 
wahren Kreis, der durch einen dieser bewegliclien Punkte 
lauft und hinreichend klein ist, so daB der Satz in § 1 4 fur ihn 
zutrifft. Da dieser Kreis bei geniigender Kleinheit jedenfalls 
durch einen Teil des ringforrnigen, bei den Bewegungen M 
festbleibenden Gebietes hindurchlauft, so charakterisiert sich 
die Bewegung M zugleich als eine Drehung des Kreises a in 
sich, bei welcher unendlich viele Punkte von « festbleiben. Bei 
M miiBten daher nach 1 4 alle Punkte von u festbleiben, was 
nicht der Fall ist. Damit ist gezeigt, daB bei den Drehungen M 
alle Punkte der Ebene festbleiben. 


§ 20. 

Wir stellen nun folgende wichtige Behauptung auf: 

jeder ivahre Kreis ist eine geschlossene Jo r danse he /Curve: das 

System aller \wahren Kreise um irgendeinert Punkt Af erfiillHiieken- 

/os unsere Ebene , .vo daf jeder ivahre Kreis um Af jeden anderen 

sole hen Kreis ein - oder umschliejJt. Die slim/lichen Drehungen A [co] 

unserer Ebene um A/ iverden durch J ransj'orniationsfor mein von 
der Gestalt 

v ^ 1: ro), v — g(.\\j-; co) 

ausgedriickt; darin bedeuten x% y bez. x\ y' die Koordinaten in 

der Zahlebene und f g cindeulige slelige Eunktionen in den dret 

Verdnderlichen -V,r, co. Eemer haben fin jeden }>unkt .v, , die 

Eunktionen f g hinsicht/ich des Arguments co die Zahl 2 n zur 

k/eins/en simultanen Periode , dJr man er halt jeden Punk/des rvahren 

A re/ses durch den Punkl ( X% \)je einmal und nur einrna/ f zvenn 

man co d/e Wer/e von o bis 2 tt durch/aufen /lift. End/ich gill 

fur die Zusammensetzung ziveier Drehungen um die UVnkel co, cu' 
die Ear/net 

A[co]A[co ] =- A[co -f co']. 

§ 2I * 

Zum Beweise der aufgestellten Behauptungcn fassen wir 
w.eclerum zunachst den in §3 bis § 18 untersuchten wahren 
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Kreis x um M ins Auge, der eine geschlossene Jordansche 
Kurve ist, und betrachten die Drehungen dieses wahren Krei- 
ses x in sich. Nach § 18 fuhren wir den Winkel co ein, so 
daB durch die Angabe eines Wertes von c o zwischen o und 2 n. 
eine Bewegung des wahren Kreises x in sich eindeutig be- 
stimmt ist. Nun entspricht aber einer jeden Drehung des 
wahren Kreises x in sich nur eine bestimmte Drehung der 
Ebene um M, da ja nach § iq bei Festhaltung aller Punkte 
auf x iiberhaupt alle Punkte der Ebene festbleiben. Daraus 
folgt, daB in den in § 20 aufgestellten Formeln fur die Dre¬ 
hung der Ebene um M die Funktioncn f y g fur alle x y j\ co 
eindeutigc Funktionen sind, die hinsichtlich co die Periode 2 71 
besitzen. 

Wir beweisen nun, daB /, g sUtige Funktionen in x,y co 
sind. Zu dem Zwecke sei O irgendein Punkt auf x, ferner 
co t , w,, co 3 , . . . eine unendliche Reihe von Werten, die gegen 
einen bestimmten Wert co konvergieren, und T' 1> T 2 , Z’g, . . . 
eine unendliche Reihe von Punkten unserer Ebene, die gegen 
irgendeinen Punkt T konvergieren. Diejenigen Punkte, die 
aus O bez. bei Anwendung der Drehungen um den Winkel 
&) 2 » eo 8 , . . . hervorgehen, bezeichnen wir mit S 1 , S 2 , S 3 , . . . 
und die Punkte, die aus T t , 7 \ y T s , ... bez.bei den Drehungen 

co lf co 3 , co 3 , _entstehen, mogen Z 19 Z^ y Z z> — heifien. Endlich 

mogen die Punkte, die aus O bez. 7 ' durch eine Drehung 
um den Winkel w hervorgehen, bez. mit S, Z bezeichnet wer- 
den. Es kommt darauf an, zu zeigen, daB die Punkte Z x , 
Z 2 , Z s , . . . gegen Z konvergieren. 

"*Da die Punkte 7 \ y 7 \ y T s , . . . gegen T konvergieren, so 
konnen wir ein Jordansches Gebiet G bestimmen, in de3sen 
Inneren die samtlichen Punkte j\f y Z, T x , Z s , Z 3 , . . . liegen. 
Auf dieses Jordansche Gebiet wenden wir dann diejenige 
Drehung um J\f an, welche O nach bewegt. Das so aus G 
entstehende Jordansche Gebiet heiBe dasselbe enthalt 

gewiB die Punkte M und Z. Endlich kon9truieren wir eine 
geschlossene Jordansche Kurve cc y die das Gebiet H ganz 
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im Inneren enthalt, d. h. umschlicBt, ohne daB ein Punkt auf 
£/ liegt. 

Wir wollen nun beweiscn, daB von den Punkten 
Z 3 , . . . gewiB nur eine endliche Anzabl auBerhalb dor Kurve a 
liegen. In der Tat, wurdeu unendlich viele von ihnen, etwa 
die Punkte Z. , 7 . , Z. , . . . auBerhalb a liegen, so denke 

man sich allgemein yl/ mit B, h durch eine Jordansche, inner- 
halb G verlaufende Kurve y } verbunden und dann mit die 
Drehung um den Winkel t o, h ausgefiihrt. Die so entstehende 
Kurve verbindet AJ rnit Z, h und schneidet folglich die Kurve a 
gewiB in einem Punkte, etwa B h ; cs sei A k der Punkt auf y A , 
der bei der Drehung um den Winkel co. A in B h iibergeht. Da 
die Punkte A t , A a , A g , . . . samtlich innerhalb G und die 
Punkte B x , B s , B ^, . samtlich auf a bleiben, so gibt es ge¬ 
wiB eine unendliche Reihe von Indizes h x , h 2% . . . von 

der Art, daB A h ^ A^ t A . . . gegen einen Punkt A innerhalb 


G oder auf der Grenze von G und zugleich B . , B. ,B. , ... 

gegen einen Punkt B auf a konvergieren. Nun wissen wir, 
daB die Punkte •S’j• •S’j• •Sjj• . . . gegen .9 konvergieren; mit 
Riicksicht auf Axiom III miiBte es demnacK eine Drehung 
um M geben, die O nach .S’ und zugleich A nach B bewegt; 
dies ist aber nicht moglich. Deun bei dieser Drehung miiBte 
A in einen Punkt innerhalb // oder auf der Grenze von H 
iibergehen; dagegen ist B ein Punkt auf der Kurve a, die 
das Gebiet // ganz im Inneren enthalt. 

Damit haben wir erkannt, daB das Punktsystem Z x% 

• ganz innerhalb eines gewissen lordanschen Gebietes 
liegen muB. 


Es sei nun Z* eine Verdichiungsstelle der Punkte Z x% Z ft 
... Da die Punkte S lt S 2 , * 9 3 , ... gegen .9 konvergieren, 
so gibt es nach Axiom III eine Drehung um iV, bei welcher 
O in .S’ und zugleich Y in Z* iibergeht. Da aber bei derjenigen 
Drehung um M y welche O in 6' uberfuhrt, T in Z ubergehen 
sollte, so folgt wegen der vorhin bewiesenen Eindeutigkeit der 
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Funktionen J\ g notwendig Z* = Z, d. h. die Punkte Z x * Z %% 
Z , ... verdichten sich nur an einer Stelle, namlick an der 
Stelle Z. Damit ist die Steligkeit der Funktionen f y g in x^.co 
bewiesen. 

Wir setzen jetzt in /,g fur x x y die Koordinaten irgendeines 
Punktes P unserer Ebene ein, der innerhalb oder auSerhalb 
des Kreises x liegt. Die danu entstehenden Funktionen/(co), 
g(o)) in der Veranderlichen co ailein diirfen nicht beliebig 
kleine simultane Perioden haben. Denn da sie stetige Funk¬ 
tionen von co sind, so waren sie in diesem Falle Konstante; 
dann aber wiirde der Punkt P bei alien Drehungen der Ebene 
um M festbleiben, was Axiom II widersprache. Die kleinste 
simultane Periode jener beiden Funktionen/(co), g( co) mufi 

demnach von der Form sein, wo n eine ganze positive Zahl 

bedeutet. Hieraus folgt, daft der durch P gehende wahre 
Kreis erhalten wird, wenn man in den Formeln 


— /(co), — g(u>) 

den Wert co von o bis — laufen lafit. Diese Kurve ist ge- 

tl 

schlossen und ohne Doppelpunkte; sie stellt daher den durch 
P gehenden wahren Kreis urn M dar. Wenden wir nunmehr 

auf die Ebene eine Drehung um den Winkel — an, so bleiben 


dabei alle Punkte dieses durch P gelegten wahren Kreises 
fest, und daher miiBten nach § 19 alle Punkte der Ebene fest¬ 
bleiben; die Punkte auf dem wahren Kieise * bleiben aber 
bei jener Drehung nur fest, wenn n = 1 ist, und damit haben 
wir die Aussagen des in § 20 aufgestellten Satzes in alien 
Teilen bewiesen. 


§ 22. 

Wir erkennen jetzt leicht auch die Richtigkeit der folgen- 
den Tatsachen: 

Wenn irgend zwei Punkte bei einer Bewegung der Ebene fest- 
bleiben , jo bleiben alle Punktefest ., d.h. die Bewegung ist die Identitdt. 
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feder Punkt dcr I*'bene la Jit sich durch eirte Beivegung (d. h. 

zivet Drchungen) gezviji in jeden anderen Ptmkt der Ebene iiber - 
fuh re ?i. 

Die erstere Tatsache folgt sofort mit Rucksicht auf den Satz 
in §20; die letztere, wenn wir um jeden der Punkte den wah- 
ren ICreis durch den anderen tegen, wobei diese Kreise sich 
notwendig treffen miissen. 


§ 23. 

Cnser wichtigsfes iveitcrcs Ziel besteht darin, den Be griff der 

if hi hren (1 era den in unserer Geometrie einzufiihren und die fur den 

Aufbau der Geometric notwendigen Eigenscha/ten dieses Begriffes 
zu entwickeln. 

Zu dem Zwecke setzen wir zunachst folgende Benennungen 
fest: Wenn A t B und A\ B' zwei Paare von Bildpunkten von 
der Art sind, daB sich vermoge einer Bewegung A in A ' und 
zugleich B in B iiberfuhren laBt, so sagen wir, die (ivahre) 
Strecke AB set kongruent (in Zeichen ==) der (zvahren) Strecke 
A B . I'erner nennen wir eivei 7vah re Kreise kongruent, wenn 
es eine Bewegung gibt. welche ihre Mittelpunkte und zugleich 
sie selbst ineinander iiberfiihrt. 

Unter einer llalbdrehung H um einen Punkt A/ verstehen 
wir eine Drehung um den Winkel *, d. h. eine Drehung, die 
noch einmal ausgefiihrt die Identitat ergibt. Wenn A y B % C 
drei Punkte sind, so daB A bei einer llalbdrehung um B in 
C und demnach auch zugleich C bei dieser Halbdrehung in 
A iibergeht, so heifie B die Mitte der Strecke AC. 

Wenn C ein Punkt innerhalb bez. auBcrhalb des um A 

durch B geschlagenen waliren Kreises ist, so nennen wir die 

Strecke AC kleiner bez. grower als die Strecke AB. Um in ana- 

loger Weise die BegrifTe „kleiner“ und „groBer“ fur beliebige 

Strecken be/, fur beliebige Kreise zu definieren, fiihre man 

Bewegungen aus, vermoge weicher die Anfangspunkte der 

'trecken bez. die Mittelpunkte der Kreise in den namlichen 
Punkt fallen. 
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§ 24 - 

Eine wahre. Strecke AC hat hochstens eine Mitte; gabe es 
namlich fiir AC zwei Mitten und bezeichnen wir die Halb- 
drehungen um diese Mitten mit H x und // 9 , so wurde die 
zusammengesetzte Substitution H X H 2 1 eine Bewegung dar- 
stellen, welche jeden der Punkte A und CfestlieBe, und somit 
entnehmen wir nach §22, indem wir symbolisch die Identitat 
mit 1 bezeichnen, 

// l I/ 2 ' 1 = 1, d. h. //j = // 2 ; 

mithiu stimmen auch die Mitten selbst uberein. Insbesondere 
folgern wir liieraus die weitere Tatsache: 

Wenn zwei Strecken einander kongruent sind, so sind auch 
ihre Halften einander kongruent. 

§ 25 - 

Fiir die weitereD Entwickelungen brauchen wir folgenden 
Hilfssatz: 

Es mogen die Punkte A t , A 2 , A z ,. .. gegen den Punkt A 
und die Punkte A/ x , J/ 3 , ... gegen den Punkt M kon- 
vergieren; wenn dann allgemein bei Ausfiihrung der Halb- 
drehung um Af t der Punkt A , in JB i iibergeht, so konvergieren 
die Punkte B x% B 3 , B 3 , ... ebenfalls, und zwar gegen den- 
jenigen Punkt B , der durch die Halbdrehung um M aus A 
entsteht. 

Zunachst laBt sich gewiB ein Jordansches Gebiet finden, 
innerhalb dessen das Punktsystem B x% B», B z> . . . gelegen 
ist. Davon iiberzeugen wir uns durch das namliche SchluB- 
verfahren, welches in § 2 1 aut' das Punktsystem Z x , Z 2 , Z 3 , ... 
angewandt worden ist. 

Wir bezeichnen nun mit B * eine Verdichtungsstelle der 
Punkte B lt B 2 ,B Z j... Auf Grund des Axioms III mufi es dann 
eine Bewegung geben, welche die Punkte A, 1 W, B* bez. in 
die Punkte B* t AT, A uberfiihrt; d. h. B* geht aus A durch 
die Halbdrehung um yT/hervor. Ha aber auch B aus A durch 
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die Halbdrehung um M hervorgeht, so folgt B* — B, und 
damit ist der gewunschte Nachweis erbracht. 

§ 26. 

£s sei A1 die Afitte einer germ's sen Strecke AB; dann tvoi/en 
wir z eigen, daJ3 jede Sirecke AC, die kleincr a/s AB is/, eben/alls 
cine ATiile XV besitzt. 

Zu dem Zwecke ziehen wir irgendeine stetige Kurve y von 
A bis A 1 und suchen zu jedem Punkte AX' dieser Kurve y den 
Punkt B', so daB A/' die Mitte von AB' wird; dann ist der 
Ort der Punkte B', wie wir aus dem in §25 bewiesenen Hilfs- 
satze schlieBen, eine stetige Kurve y'. Diese Kurve y' miindet 
gewiB in A, wenn der Punkt AI' auf der Kurve y nach A hin 
laufL Denn im anderen Falie nehmen wir an, es sei AX x ,AX t , 
eine unendliche Reihe von Punkten auf y, die gegen 
A konvergicren, und B x , A, ,B S ,.... die entsprechenden Punkte 
auf der Kurve y'. Wvirden nun B x , B 2 , B s ,... eine von A ver- 
schiedenc Verdichtungsstelle A* besitzen, so entnehmen wir 
d.araus, daB es eine Bewegung gibt, welche gewisse Punkte 
in beliebiger Nahe von A in beliebiger Nahe von A* laBt und 
zugleich den Punkt A in beliebige Nahe von A* bringt. Dann 
muBte also auf Grund des Axioms III bei einer gewissen Be¬ 
wegung A festbleiben und zugleich in A* ubergehen, was un- 
moglich ist. 

Da nuu unserer Annahme zufolge AC kleiner als AB ist, 
so rauB der um A durch C geschlagene wahre Kreis die A 
mit B verbindende stetige Kurve y' in irgendeinem Punkte 
B treffen. Der diesem Punkte entsprechende Punkt A/' auf y 
ist die Mitte der wahren Strecke AB', und da AC = AB' 
ist, so hndet man durch geeignete Drehung um A aus AX' 
auch die gesuchtc Mitte N von AC. 

Da die Strecke AC durch ihre Plalbdrehung um ihre Mitte 
XV in die Strecke CA iibergeht, so folgt aus unserem eben 
bewiesenen Satze: 

Die Strecke AC ist stets der Strecke CA kongruent — 


vor- 
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ausgesetzt, daB die Strecke AC kleiner als die bestimmte, 
am Anfange dieses § 26 zugrunde gelegte Strecke AB ist. 

Zugleich erkennen wir. daB, wenn die Punkte C^* C s , ... 
gegen den Punkt A konvergieren, stets auch die Mitten JV X , 
iV 2 , A r s ,... der Strecken bez. A C 1 , A C 2 , A C 3 ,... gegen A kon¬ 
vergieren. 

§ 77 - 

Fur unsere weiteren Fntwickelungen haben wir einige Satze 
iiber sich benihrende wahre Kreise notig, and zwar kommt 
es vor allem darauf an, zivei zueinander kongruente Kreise zu 



konstruieren, die sich einander von aujien in einem und nur in eine/n 
Punkte beriihren. 

Zu dem Zwec.ke svahlen wir einen Kreis y/ so klein, daB 
innerhalb desselben kerne Strecke. liegt, die der bestimmten 
in §26 zugrunde eelegten StrecV.c AB kongruent wird; der 

14* 
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Saiz in § 20 zeigt, daB dies gewift moglich ist, da sich sonst 
die Punkte A und B gleichzeitig beliebig nahe an J/bewegen 
lieBen. Sodann sei x ein innerhalb x' liegender Kreis um den- 
selben Mittelpunkt wie x'. Wir nehmen nun auf dem Kreise 
x irgend zwei Punkte an und schlagen um diese zueinander 
kongruente Kreise « und (3 so klein, daB irgend zwei Punkte 
auf x, die innerhalb a liegen, niemals von irgend zwei Punkten 
auf x, die innerhalb (3 liegen, im Sinne der Anordnung der 
Punkte auf x getrennt liegen konnen. AuBerdem seien die 
Kreise a, so klein gewahlt, daB sie ganz innerhalb des Kreises 
x' liegen. Dann nehme man einen Punkt P' an, der inner¬ 
halb « und auBerhalb x liegt, und einen Punkt R’ an, der 
innerhalb (3 und innerhalb x liegt, und schlage dann um P’ 
und R' zueinander kongruente Kreise xr uud q' so klein, daB 
rr' ganz innerhalb a und auBerhalb x und ferner q' ganz inner¬ 
halb (3 und innerhalb x fallt. Nun fiihre man eine Drehung 
um den Mittelpunkt von a aus, so daB der Kreis n’ in einen 
Kreis n" iibergeht, der den Kreis x von auBen beruhrt: die 
Beriihrungspunkte bilden ein Punktsystem, welches mit .S’be- 
zeichnet werden mbge. Sodann fiihre man eine Drehung um 
den Mittelpunkt von (3 aus, so daB der Kreis o' in einen Kreis 
o iibergeht, der den Kreis x von innen beruhrt. Die Beriihrungs- 
punkte bilden ein Punktsystem, welches mit T bezeichnet 
werden moge. 

Da wegen der Wahl der Kreise cv, (3 keine zwei Punkte 
des Systems .S' durch ein Punktepaar des Systems 7 ' auf x 
getrennt werden, so ist es gewiB moglich, durch eine Dre- 
hting tier Ebene um den Mittelpunkt des Kreises x einen der 
auBersten Punkte von .S’ auf x mit cinem der auBersten Punkte 
von T auf x derartig zur Deckung zu bringen, daB die ubrigen 
Punkte von A* in Punkte ubergehen, die von den Punkten des 
Systems T durchweg versc.hiedcn sind. Pei dieser Drehung 
gelangt der Kreis it" mit dem Kreise in Beriihmng in der 
Weise, daB der Punkt C, in dem das Zusammenfallen statt- 
findet, der einzige Beriihrungspunkt wird. Wir bezeichnen den 
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Kreis n” in seiner neuen Lage mit 71 und die Mittelpunkte 
von Tt und o bez. mit P und R. 

Wir wollen nun beweisen, daB der Beriihrungspunkt 6 1 not- 
wendig die Mitte zwischen den beiden Mittelpunkten P y R 1 st. 
In der Tat, wegen unserer Wahl von x' ist die Strecke PR 
notwendig kleiner als die bestimmte Strecke AB und besitzt 
daher nach § 26 gewiB eine Mitte; dieselbe heiBe C*. Dann 
geht jeder der beiden Kreise n , q dutch eine Halbdrehung um 

in den anderen uber, und daher wird aus jedem Punkte 
des einen Kreises ein Punkt des andem. Da der Punkt C 
beiden Kreisen n t q gemeinsam ist, so muB er bei einer solchen 
Halbdrehung ebenfalls in einen den Kreisen 7t, q gemeinsamen 
Punkt iibergehen, er muB folglich bei dieser Halbdrehung 
ungeandert bleiben und stimmt mithin notwendig mit dem 
Punkte C* iiberein, um welchen die Halbdrehung ausgefuhrt 
wurde. 

Aus dem eben bewiesenen Satze erkennen wir zugleich 
folgende Tatsache: 

Aus dem Kreise 71 entsteht durch Halbdrehung um de 7 i Punkt C 
auf ti dcr Kreis q, der 71 in C von aujien beriihrl; es gibt aujler q 
keinen anderen Kreis , der mit dem Kreise 71 kongruetit ist und ih?i 
im Punkte C und nur in diesem einen Punkte von aujien beriihrt. 

§ -’ 8 . 

Feraer gilt der Satz: 

W T enn irgendein Kreis 1 von dem Kreis tt umsehlossen und beriihrt 
zuird, so findet diese Beriihrung nur in einem Punkte statt. 

Zum Beweise nehmen wir an, es seien Q y Q' zwei vonein- 
ander verschiedene Beruhrungspunkte der Kreise t und 71. 
Dann fuhren wir eine Halbdrehung um Q' aus; durch diese 
geht Tt in einen Kreis re' uber, der ti nur im Punkte Q' beriihrt, 
und 1 geht in einen Kreis 1 uber, der innerhalb n' und daher 
gewiB ganz auBerhalb tz verlauft, beide Kreise 71, 7 t' nur in 
Q' beriihrend. Fuhren wir jetzt diejenige Drehung um den 
Mittelpunkt des Kreises n aus, durch welche Q in Q' iiber- 
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geht, so entsteht aus t ein Kreis i ", welcher ganz inuerhalb 
n und daher gewiB auch auBerhalb i liegt, diesen nur in Q' 
beruhrend. Damit haben wir zwei Kreise i, die beide den 
kongruenten Kreis i in Q' und nur in diesem Punkte von 
auSen beruhren, und dieser Urnstand widerspricht dera Satze 
in § 27. 

Die in § 27 und § 28 gefundenen Tatsachen bleiben gultig, 
wenn wir statt x y q kleinere Kreise uehmen. 



Dann konnen wir 


Ks sci P der Mittelpunkt des in § 2 7 konstruierten Kreises x 
und Q ein Punkt auf x, ferner sei O ein beliebiger Punkt. 

unter Heranzieliuug der Bemerkung am 

SchluB von § 26 und wie in 
§ 27 auf Grund des Satzes in 
§ 20 gewiB einen Punkt E in 
solcher Nahe von O angeben 
daB innerhalb des Kreises i, 
der um die Mitte A/ - derStrecke 
OE dureh O und E gelegt 
wird, keine zu PQ kongruente Strecke 
existiert und das gleiche auch fur jeden 
Punkt E' und denentsprechenden Kreis 1 
gilt, wenn E noch naher als E an dem 
Punkte O gelegen ist. 

Alsdann gilt der Satz: 



Err um die Afii/e AT (bee. AT) von OE (bez. OE') durch O 
Kreis 1 (bee. 1) ivird von deni Kreise um O durch E (bee. 
E) ganz umschlossen und nur in E (bee. E'J brriihrt. 

Zum Beweise konstruieren wir zunaebst denjenigen Kreis o> 
um O t der den Kreis 1 urnschlieBt und zugleich beniihrt. Dieser 
Kreis co ist notwendig kleiner als der Kreis x\ denn im an- 
deren balle wiirde der um O gelegte, zu x kongruente Kreis 
ins Innere des Kreises 1 eintreten und dann miiBte innerhalb 1 
eine zu PQ kongrueDte Strecke existieren, was nicht der Fall 
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sein sollte. Nach dem in § 28 bewiesenen Satze katm dieser 
Kreis co mit 1 nur einen Beruhrungspunkt haben; derselbe sei 
E . Ware nun E x verschieden von E- so fuhre man um Jlf 
diejenige Drehung aus, durch wel- 
che E x nach O gelangt; bei dieser 
Drehung gelangt dann O in einen 
Punkt E 2 des Kreises v t der von E x 
verschieden sein miifite. Da die 
Strecke OE t der Strecke E % 0 und 
also auch O E* kongruent wird, so 
miiBte E 2 ebenfalls ein Punkt des 
Kreises c0 sein, dies widersprache 
dem Umstande, dab E i der einzige den Kreisen <n und 1 ge- 
meinsame Punkt sein sollte; d. h. der Kreis co lluft durch E\ 
und damit ist unsere Behauptung bewiesen. 



§ 30 - 

Bei den folgenden Entwickelungen legen wir die zu Be- 
ginn des §29 konstruierte Strecke OE zugrunde und erteilen 
den Punkten O, E die Zahlenwerte o bez. 1; sodann kon- 
struieren wir die Mitte von OE und erteilen dieser Mitte den 
Zahlenwert ferner erteilen wir den Mitten der Strecken 
(o, -\) bez. (X, 1) die Werte \ bez. £ und dann den Mitcen 
der Strecke (o, £) bez. (-J-, -£), (£, J), (f, 0 die Werte | bez. 
£, i,.T; und so fort Ferner fuhren wir mit der ganzen Strecke 
(o, 1) um den Punkt o eine Halbdrehung aus und erteilen 
allgemein demjenigen Punkte, der aus dem zur Zabl a ge- 
hdrigen Punkte hervorgeht den Zahlenwert —a \ sodann fuhren 
wir um den Punkt 1 eine Halbdrehung aus und erteilen all¬ 
gemein demjenigen Punkte, der aus dem zur Zahl a gehorigen 
Punkte hervorgeht, den Zahlenwert 2 — a , und so fort denken 
wir uns abwechselnd Halbdrehungen um O und um E aus- 
gefuhrt und die neu entstehenden Punkte entsprechend be- 
nannt, bis schlieBlich jede Zahl a einem bestimmten Punkte 
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zugeordnet erscheint, wenn a cine rationale Zahl bedeutet, 
deren Nenner eine Potenz von 2 ist. 

§ 

Wir erkennen durch diese Zuordnung leicht folgendes 
Oesetz: 

Durch eine Halbdrehung um den zur Zahl a gehorigen 
Punkt, geht jeder Punkt a* in den Punkt 2 a — x iiber. Wenn 
wir mithin erst eine Halbdrehung um den Punkt O = o und 
dann eine solche um den Punkt a ausfuhren, so wird jeder 
Punkt .r in den Punkt x 2 a verwandelt. 


§ 32 . 

Um die Punkte, denen Zahlen zugehoren, untereinander 
anzuordnen und die von ihnen begrenzteu Strecken mitein- 
ander zu vergleichen, benutzen wir den in §29 aufgestellten 
Satz iiber sich beruhrende Kreise in folgender Weise: 


^- ~~~ Der Kreis um den 

Punkt o durch den 
/ Nv Punkt £ umschlieftt 

/ ^ -_ \ ganz den Kreis um J 

/ x ^"xA durch und da die- 

/ / x\ 9er die Kreise um J 

( ( o( Y . dnrch 2 t und um 

\ \ \ V / A 1 s durch -J =-= \ um- 

\ \ ^ ^- ^yj schlieftt, die letzteren 

\ V/ s'/ wiedemm die Kreise 

\ / um is durch ,6 “ b 

\ x um » durch > - *, 

um is durch ^ 

^ um fs durch « — b 

usf., so erkennen, wir, daft die Strecke (o, ±) grofter als alle 

Strecken (o, a) ist, wenn a eine positive rationale Zahl be¬ 
deutet, deren Nenner eine Potenz von 2 ist und deren Wert 
unterhalb .J liegt. 
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Ferner umschlieBt der Kreis um o durch J den Kreis um 
t durch £ = }-. Der zweite umschlossene Kreis umschlieBt 
seinerseits die Kreise um durch ^ und um ^ durch diese 
umschlieBen wiederum die kleineren Kreise um s s 2 bez. 
3 5 o» 3 T o usf.; daraus erkennen wir, daB die Strecke (o, ^-) groBer 
ist als alle Strecken (o, <7), wenn a eine positive rationale Zahl 
bedeutet, deren Nenner eine Potenz von 2 ist und deren 
Wert unterhalb - 4 liegt. 

Weiter betrachten wir den Kreis um o durch £ ; derselbe 
umschlieBt den Kreis um durch =» und dieser wiede- 
rum umschlieBt die kleineren Kreise um 3 * 8 durch 3 “ 8 usf.; dar¬ 
aus erkennen wir, daB die Strecke (o, groBer als alle Strecken 
(o, <2) ist, wenn a eine positive rationale Zahl bedeutet, deren 
Nenner eine Potenz von 2 ist und deren Wert unterhalb -g 
liegt. Durch Fortsetzung dieses SchluBverfahrens finden wir 
das allgemeine Resultat: 

Ist a eine positive ratiotiale Zahl, deren I\enner eine Potenz von 2 

ist und deren Wert unterhalb - liegt, so ist die Strecke (o, a) 

2 

stets kleiner als die Strecke ^o, • 


§ 33 - 

Nunmehr sind wir imstande, der Reihe nach folgende Hilfs- 
satze zu beweisen*. 

Die Punkte, die den Zahlen \ i* is* ’ * * ™ is P rgch *n 7 kon ~ 
vergieren gegen den Punkt o. 

Denn im entgegengesetzten Falle muBten, da die Strecken 
(o, 4 ), (o, ±), (o, £), (o, *,),... bestandig kleiner werden, die 
Punkte ... ihre Verdichtungsstellen auf einem be- 

stimmten wahren Kreise x um den Punkt o haben. Fs sei 


etwa 


i 


1 


2*' 


eine Reihe 


2 1 2 "* 

einen Punkt K auf x konvergieren: 

i 1 


von Punkten, die gegen 

dann mogen die Punkte 
1 






2 


*.+1 ’ 
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im Punkte AT* eine Verdichtangsstelle haben. Aus dem Satze 
im §25 geht hervor, daB dann die Mitte der Strecke OK 
sein rniiBte: dies widerspricht unter Hinzuziehung der am 
Schlusse von §27 gefundenen Tatsache, dem Umstande, daB 
K* ebenfalls auf dem Kreise x liegt. 


§ 34 - 


As mo gen a x , a 2 , , ... positive rationale Zahlen bedeuten , deren 

JVenner Potenzen von 2 sind. ffenn dann die unendliche Zahlenreihe 
a lt a*, a 3 , ... gegen O korwergiert , so konvergiert auch die diesen 
Zahlen entsprechende Punktreihe gegen den Punkt O. 

Zum Beweise wahlen wir die ganzen Exponenten 
derart, daB 


< 






a » < • • • 


wird, und die Reihe , — , — 

2 n i 2 n * 


ebenfalls gegen o kon- 


vergiert. Da zufolge des Satzes in § 
innerhalb des Kreises um o durch 


32 allgeraein der Punkt a 
liegt und nach dem in 


§ 33 bewiesenen Hilfssatze die Kreise um o durch —, —, —.... 

w i 2 n ’ 1 2 n * 

gegen o konvergieren, so folgt sofort auch die zu beweisende 
Behauptung. 

§ 35 - 

Endlich gilt der folgende Satz: 

As seiett Uj, <*3* ••• fine unendliche Reihe von rationalen 

Zahlen , deren Kenner Potenzen von 2 sind und die gegen irgend » 
eine reelle Zahl a konvergieren ; dann konvergieren die entsprechenden 
Punkte a X9 a z , ... ebenfalls gegen eitien bestimmlen F*unkt. 

Zum Beweise nehraen wir das Gegeuteil an: es seien etwa 
V und V zwei voneinanderverschiedene Verdichtungsstellen 
der Punkte a lt a 3 , und zwar mogen die Punkte a x » 9 a ^> 9 
**#'*••• g e 6 en i und a x - y </ 2 ", ay, ... gegen V" konvergieren. 
Nach den Bcmerkungen in § 31 gibt es fur jeden Punkt a k 
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cine aus zwei Haibdrehungen zusammengesetzte Bewegung, 
die allgemein den Punkt a* in den Punkt a { — a k and zugleich 

den Punkt a? in den Punkt a £ - a k uberfubrt, and da sowohl 

die Zahlenwerte a i - — a k als aucb die Zahlenwerte — mit 
wachsenden Iodizes beliebig nahe an o kommen, so erkennen 
wir mit Rucksicht auf den Satz in § 34, daB es Bewegungen 
gibt* die eiuen Punkt in beliebiger Nahe von V' und zugleich 
einen Punkt in beliebiger Nahe von V" in beliebige Nahe des 
Punktes o bringen. Dies ist im Hinblick auf Axiom 1 H einer 
oft angewandten SchluBweise zufolge nicht moglich. 

§ 3 ^- 

Erteilen wir nun dem punkte, gegen den die Punkte a l% a 2 , 
... konvergieren, den Zanlenwert a, so ist damit viberhaupt 
jedem reellen Zahlenwerte ein bestimmterPunktunsererEbene 
zugeordnet; wir nennen das System aller dieser Punkte erne 
7vahre Gtrade, so daB also unter dieter wahren Geradcn dasjenige 
System von Punkten verstanden zvird, die aus den Punkten O, £ enf- 
stehen , wenn man for/gesetst die Mitten nimmt , Haibdrehungen aus - 
fiihrt und die Hdu/ungssteilen alter erhaltenen Punkte hinzu/ugt. 
Sdmtliche durch Bezvegung aus dieser zvahren Geraden entstehenden 
Punktsysieme heifien zviederum zvahre Gerade. Die u'ahrc Gerade 
zer/allt von jedem Hirer Punkte aus in zzvei Halbgerade. 

§ 37 - 

Mit Benutzung des Hilfssatzes in § 25 erkennen wir leicht, 
daB bei der Halbdrehung um einen beliebigen Punkt a unserer 
wahren Geraden allgemein der Punkt x in den I unkt 2 a x 
ubergeht; bei der Ausfuhrung zweier Haibdrehungen ura die 
Punkte o und a geht also allgemein -r in x \- 2 a uber. 

Aus dem Satze in § 35 folgern wir leicht, daB auch dann, 
wenn <2j, a 2> a s ,... beliebige gegeu a konvergente Zahlen sind, 
die entsprechenden Punkte a lf a 2 , a 3 , ... stets gegen den ent- 
sprechenden Punkt a konvergieren; d. h. die zvahre Gerade ist 
eir,e ste/ige Kurve. 
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§ 38. 


Versuchen wir die Annahme, daB es zwei Zahlenwerte a 
und b gabe, die auf der wahren Geraden den namlichen Punkt 

P der I'bene clarslellen. Der Punkt * ist die Mitte der 

2 

Strecke (./, b)\ derselbe muBte daher mit dem Punkte P uber- 
einstimmen. Das gleiche miiBte dann von den Mitten der 


Strecken (a, ° und d. h. den Punkten 


3 4 - f 

4 

und a — — gelten. Indem wir fortgcsetzt die Mitten nehinen, 

A n a 4- B n h 

erkennen wir. dab samtliche Punkte- , wo A , B 

2 n “ 


positive ganze Zahlen mit der Summe 2 H bedeuten, mit -Piden- 
tisch sein miiBten, und hieraus folgt nach §37, daB iiberhaupt 
alien zwisclien a und b gelegenen reellen Zahlen der namliche 
Punkt /Mer Geraden entsprechen muBte. Dieser Widerspruch 
zeigt, daB die until re Gerode keinen Doppelpunkt besiizt. Ebenso 
erkennen wir, daB die 7 vahre G trade nicht in sic// sc lbs t zuriick - 
iattfeti harm. 


§ 39 - 

Zzvei Gtrade haben h'oehstcns einert Punkt iscmein . 

V • 

In der Tat, batten sie die zwei Punkte A und B gemeiu 
und entsprachen diesen Punkten auf der einen Geraden die 
Zahlenwerte a t b und auf der anderen Geraden die Zahlenwerte 

a \ b\ so miiBten nach $ 24 auch die Mitten *- ~*~- b und 

miteinander iibereinstimmen. Indem wir fortgesetzt wie in §38 
die Mitten nehmen, schlieBen wir in ahnlicher Weise, daBsiimt- 
liche zwischen a und b bez. a' und b' gelegenen Punkte auf 
beiden Geraden und mithin diese Geraden selbst miteinander 
identisch sind. 


§ 40. 


L 7 use re 7 vahre G trade sc A 
urn den Punkt o geleg ten 


neidet jeden , uni einen ihrer Punkte, efil'd 
Are is. 
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In der Tat, bei der entgegengesetzten Annahme sind nur 
zwei Falle moglich: entweder es gibt einen bestimmten Kreis x 
um den Punkt o, der von der vvahren Geraden g noch getroffen 
wird, wahrend die den Kreis x umschlieBenden Kreise um o 
von g nicht mehr getroffen werden; oder es gibt einen be¬ 
stimmten Kreis x, der von g nicht getroffen wird, wahrend alle 
innerhalb x verlaufenden Kreise um den Punkt o von g ge¬ 


troffen werden- 

Da die Gerade g ihrer Konstruktion gemaB uberjeden lhrer 
Punkte hinaus stets fortgesetzt werden kann und, wie in § 38 
gezeigt worden ist, keinenDoppelpunkt besitzen darf, somuBte 
es im ersteren Falle gewiB einen innerhalb x verlaufenden 
Kreis um den Punkt o geben, den sie auf derselben Seite von 


O an zwei Stellen A y B trafe, wobei B auf der Fortsetzung von g 
hinter A und genugend nahe an A innerhalb x zu nehmen 1st. 
Fuhrt man nun eineDrehung um den Punkt o aus, durchwelche 
A in B iibergeht, so wiirde dabei unsere Gerade g in erne 
andere ubergehen, welche g auBer in o noch in B schnitte, 
dies ist dem in § 39 bewiesenen Satze zufolge unmoglich. 

Im zwei ten Falle bezeichne K einen Punkt des Kreises *• 
in dessen beliebige Nahe die wahre Gerade g gelangt. Man 
schlage dann um K einen wahren Kreis t**, der kleiner als x 
ist und g etwa im Punkte M treffe. Sodann schlage man um 
Me inen Kreis der groBer als tv* und kleiner als x 1st. Dieser 

Kreis enthalt, da er groBer als ist, den Punkt A imlnneren, 

und da er kleiner als x ist, so ergibt unsere Annahme in 
Verbindung mit dem vorhin Bewiesenen, daB die dure 
gehende Gerade g stetig innerhalb tc verlauft, nach der einen 
oder anderen Richtung hin verlangert je durch einen un 
auf re aus dem Kreise tv heraustritt und dann nicht me r m en 
Kreis or zuriicklauft. Da die Gerade g andererseits dem inner¬ 
halb gelegenen Punkte ATbeliebig nahe kommen soli, so ent¬ 
halt sie notwendig den Punkt AT selbst; hierin liegt ein 

spruch mit unserer gegenwartigen Annahme. 

Da das System aller Kreise um einen Punkt die ganze 
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Ebene luckenlos bedeckt, so folgt zugleich aus dem Vorigen, 
daB irgend zrvei Punkte in unserer ebenen Geometric stets durch 
eine wahre Gerade verb unden iverden kiinnen. 


§ 4 * • 

Wir haben nun zu zeigen, daB die Kon gruenzaxiome in un~ 
serer ebenen Geometric guliig sind. 

Zu dem Zwecke wahlen wir einen bestimmten wahren Kreis 
x aus und fiihren fur die Punkte desselben nach § 18 die Para- 
meterdarstellung durch den Winkel a> ein: dann wird, wenn 
a? die Werte o bis 2 it erhalt, der wahre Kreis in einem be¬ 
stimmten Sinne durchlaufen. Aus dieser Einfuhrung folgt fui 
jeden anderen mit x kongruenten Kreis ebenfalls ein be- 
stimmter Umlaufssinn, naralich derjenige, der sich ergibt, 
wenn wir den Mittclpunkt des Kreises x nach §22 durch zwei 
hintereinander angewandte Drehungen mit dem Mittelpunkt 
des vorgelegten Kreises zur Deckung bringen. Da es im Hin- 
blick auf den zu Anfang dieser Abhandlung cLefinierten Begrift 
der Bewegung nicht raoglich ist, den urspninglichen Kreis * 
mit sich selbst im umgekehxten Umlaufssinn zur Deckung zu 
bringen, so existiert in der Tat fur jeden Kreis ein bestimmter 
Umlaufssinn. 

Jctzt nehmen wir zwei von einem Punkte ulf ausgehende 
Halbgeraden, die nicht bcide zusammen eine wahre Gerade 
ausmachen, schlagen um JI einen zu x kongruenten Kreis 
und fixieren dasjenige von den Halbgeraden ausgeschnittene 
Stuck dieses Kreises, welches einem unterhalb der Zalil n 
liegenden Parameterintervall entsprieht. Der festgesetzte Um¬ 
laufssinn fiihrt dann innerhalb des fixierten Kreisbogenstuckes 
von einer der beiden Halbgeraden zu der anderen Halb¬ 
geraden; wir bezeichnen die erstere Halbgerade als den rech- 
ten, die letztere Halbgerade als den linken Schenkel des Win- 
kels zwischen beiden Halbgeraden, wahrend das Parameter- 
intervall (< 7 t) selbst das Mali fur diesen Winkel abgibt. Aus 



Uber die Grundlagen der Geomcxne 


2 17 


unserem Begriff der Bewegung folgt dann der erste Kon- 
gruenzsatz fur zwei Dreiecke in folgender Gestalt. 

Wennfiir zwei Dreiecke ABC und A'BC die Kongruenzen 

AB==A'B', ACsssA'C', -$C BAC = B’A'C' 

gelten, wenn femer AB bez. A'B' die rechten, AC bez. A' C' die 
linlien Sehenkel der Winkel B AC bez. B'A'C' find, so gelten sfefs 
auch die Kongruenzen 

AEC=l^$: A'B'C' und ^ ACB ~ A' C’B\ 

B'C\ 

§ 42 . 

Nacbdem in §§ 30—40 die wahre Gerade defimert und 
ihre Figenschaften abgeieitet worden sind, haben wir zwei 

Falle zu unterscheiden: 

Erstens nehmen wir an, daB es durch einen I unkt nur tine 
Gerade gibt, die eine gegebene Gerade nicht schneidet (Pa- 
rallelenaxiom). Fur unsere Ebene gelten dann die samtlichen 
ebenen Axiome, die ich in meiner Festschrift uber die Gruud- 
lagen der Geometrie (Kap. I) aufgestellt babe, nur daB das 
Kongruenzaxiom IV6 dort in der vorhin in § 4 * aufgestellten 
engeren Fassung zu nehmen ist. Auch bei dieserengeren 1 * as- 
sung des letztenKongruenzaxiomes folgtmitNotwendigkeit die 

Euklidische ebeneGeometrie (vgl. Anhang JI S. 1 20 bis S. 123). 

Zweitens nehmen wir an, daB es durch jeden Punkt A zwei 
Halbgerade gibt, die nicht zusammen ein und dieselbe Gerade 
ausmachen und die eine gegebene Gerade g nicht schneiden, 
wahrend jede in dem durch sie gebildeten Winkelraum ge- 
legene, von A ausgehende Halbgerade die Gerade g schneidet, 

dabei liege A au&erhalb g. 

Mit Hilfe der Stetigkeit folgt dann leicht, daB auch urn- 
gekehrt zu irgend zwei von einera Punkte A ausgehenden 
Halbgeraden, die nicht zusammen ein und dieselbe Gerade 
ausmachen, stets eine bestimmte Gerade g gehort, die jene 
beiden Halbgeraden nicht schneidet, dagegeD von jedei 
anderen Halbgeraden getroffen wird, die von A ausgeht und 
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in dem Winkelraum zwischen den beiden gegebenen Halb- 
geraden verlauft. Unter diesen Umstanden folgt dann die 
Bolyai-Lobatschefskysche ebene Geometric, auch wenn wir 
das Kongruenzaxiom IV 6 in der vorhin aufgestellten engeren 
Fassung zugrunde legen, wie sicb dies mit Hilfe meiner 
„Enden“-P.echnung l ) zeigen laBt. 

Zum Schlusse mochte ich auf den charakteristischen Unter- 
schied hinweisen, der zwischen der vorstehenden Begrundung 
der Geometrie und derjenigen besteht, die ich in meiner Fest¬ 
schrift „Grundlagen der Geometrie" zu geben versucht habe. 

In der Festschrift ist eine solche Anordnung der Axiome be- 
folgt worden, wobei die Stetigkeit hintcr alien ubrigen Axiomen 
an letzter Stelle gefordert wird, so daft dann naturgemiiB die 
Frage in den Vordergrund tritt, inwieweit die bekannten Satze 
und SchluBweisen der elementaren Geometrie von derForde- 
rung der Stetigkeit unabhiingig sind. In der vorstehenden 
Untersuchung dagegen wird die Stetigkeit vor alien ubrigen 
Axiomen an erster Stelle durch die Definition der Ebene und 
der Bewegung gefordert, so daft hier vielmelir die wichtigste 
Aufgabe darin bestand, das geringste MaB von Forderungen 
zu ermitteln, um aus demselben unter weitester Benutzung der 
Stetigkeit die elementaren Gebilde der Geometrie (Kreis und 
Gerade) und ihre zum Aufbau der Geometrie notwendigen 
Eigcnschaften gewinnen zu konnen. In der'Fat hat dievorsteh- 
cnde Untersuchung gezeigt, daB hierzu die in den obigen Axio¬ 
men I—III ausgesprochencn Forderungen hinreichend sind. 

Gottingen, den i o. Mai iuo.\ 

i) Vgl. metnr Abhandlung: „Ncuc Begrundung der Bolyai-JLobat- 
schefskysehen Geometrie", Anhanglll. Das dort cingcschlagene Bevrcis- 
vcrfahrrn ist tiir den gegenwiirtigen Zwcck iu gccigneter Weise abzu- 
iindern, so daB die Stetigkeit horangezogen, dagegen die Anwcmlung 
ties Salzcs von der Gleichhcit der Basiswiukel im glcichsc.henkligen Drei- 
cck vermieden wird. Um die Satze uber die Addition der Enden 
(S. 155 —159) zu gewinnen, betrachten wir die Addition als GrenxiaU 
einer Drchung der Ebene wenn der Drehpunkt ant einer Geraden ins 
IJncndlichc riickt. 


Anhang V. 

tJber Fl&chen von konstanter GauBscher 

Krllmmung. 

[Aus den Transactions of the Americain Math. Society Vol. 2, 1901.] 
Ober Flachen von negativer konstanter Krummung . 

Nach Beltrami 1 ) verwirklicht eine Fiache von negativer 
konstanter Krummung ein Stuck einer Lobatschefkyschen 
(Nicht-Euklidischen) Ebene, wenn man als Geraden der Lo- 
bats chef sky schen Ebeue die geodati3chen Liuien der Fiache 
von konstanter Krummung betrachtet und als Langen unc ^ 
Winkel in der Lobatschefskyschen Ebene die wirklichen Lan¬ 
gen und Winkel auf der Fiache nimmt Unter den bisher unter- 
snchten Flachen negativer konstanter Krummung finden wir 
keine , die sich ate tig und mit ste tiger An derung ihrer I an 
gentialebene in der Uragebung jeder Stelle uberallhin aus- 
dehnt; vielmehr be3itzen die bekannten Flachen negativer 
konstanter Krummung singulare Linien, uber die hinaus erne 
stetige Fortsetzung mit stetiger Anderung der Xangentia - 
ebene nicht moglich ist. Aus diesem Grunde gelingt es rruttels 
keiner der bisher bekannten Flachen negativer konstanter 
Krummung, die gauze Lobatschefskysche Ebene zu verwirk 
lichen, und es erscheint uns die Frage von prinzipiellen Inter 
esse, ob die game Lobatschefskysche Ebene iiberhaupt nicht durch 
eine analytische ®) Fiache negativer konstanter Krummung auf die 
Beltramische Weise zur EarsteHung gebracht werden kann. 

1) Giomale di Matcmatiche, Bd. 6, 1868. 

2) Der leichteren Ausdrucksweise wegen seize ich hicr fur die zu 

betrachtendc Fiache analytischeu Charakter voraus, obwohl die I e- 
■weisfuliruiig und das erlangte Resultat (vgL S- 2 3 2 ) blei en, 

weun in Gleichung (l )^{x t y) eine genugend oft diffcrenzierbare mch 
analytische Funktion von jc, y bedeutet. DaS es tatsachlich regu are 
und nicht analytische Flachen von konstanter negativer Krummung 

Hilbert: Grundlagen der Geometric. 6. Aufl. *5 
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Um dic.se Frage zu beantworten, geheD wir von der An- 
nakme einer analytischen Flache der negativen konstanten 
Kriimmung — 1 aus, die im Endlichen xiberall sich regular ver- 
ha.lt und keino singularen Stellen aufweist; wir werden dann 
zeigen, dab diese Annahme auf einen Widerspruch fiihrt. Fine 
solche Flache, wie v/ir sie annehtncn wollen, ist durcb fol- 
gende Aussage vollstandig charakterisiert: 

Jede im Endlichen gelegene Verdichtungsstelle 
von Punkten der Flache ist ebenfalls ein Punkt der 
Flacbe 

Bedeutet O irgendeincn Punkt der Fliiche, so ist 
es stets mdglich, die rechtwinkligen Koordinaten- 
achscn x' t v, z so zu logon, daft O der Anfangspunkt 
desKoordinatensy stems wirdund die Gleic bung der 
Flacbe in der Umgebung dieses Punktes O wie folgt 

(f) Ulet ’ a a a 2 4- by* 4“ ^ >')» 

wo die Konstanten a, b die Relation 

qab ^ — l 

befriedigen und die Potenzreihe nur Glieder 

dritter oderlioherer Dimension in x\y entha.lt Of fen- 
bar ist dann die z-Achse die Normale der Flacbe. 
und die x - uncl^-Achse geben die Ricbtung an, die 
durch die Ilauptkrumm ungen der Flache bestimmt 
s i n d. 

Die Gleichung 

a.v 2 4- Ay 2 = O 

bestimmt die beiden Haupttangenten der Flache durcb den 
Punkt O in der a^'-Ebene; dieselben sind daher stets von- 
einander getrennt und geben die Richtungen an, in denen 
die beiden Asymptotenkurvcn der Flache durch den belie- 

gibt, hat auf meine Anregung hin G. I_.utkcrr.cycr in seiner Inaugural- 
dissertation: Ober den analytischcn Charakter der Integrate von par- 
tiellcn DiffercnUalglcichungen, Gottingen 1902, bewiesen. 
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bigen Punkt O verlaufen. Jede dieser Asymptotenkurven ge- 
hort einer einfachen Schar von Asymptotenkurven an, die dte 
game Umgebnng des Punktes O auf der Hacbe regular and 
liickenlos uberdecken. Verstehen wir daher miter », * gen«- 
gend kleine Werte, so konnen wir gewiB folgende Konstrukuo . 
ausfuhren. Wir tragen auf einer der beiden dut ch O gehenden 
Asymptotenkurven den Parameterwert u von O als Lange a , 
Ziehen durch den erhaltenen Endpunkt die andere moghche 
Asymptotenknrvc und tragen auf dieser den Parameterwert 
z, als Lange ab: der nun erhaltene Endpunkt ist cm Punkt 
der Flache, der durch die Paramelerwerte », * emdeul.g oe- 
stimmt ist. Fassen wir demgemaS die rechtwinkligen Ivoomi- 
naten „r, y, = der Flache als Funktionen von «, v auf, mdem 

wir setzen: 

(i) jc jc{u 9 »), J y (“■ *>) ’ 2 = v ) 9 

so sind diese jedenfalls fiir geniigend kleine Werte von «, v 

regulixre anaiytische Funktionen von u. <.'• 

Die bekannte Theorie der Flachen von der konstanten 

Kriimmung — I liefert uns femer die folgenden Tatsachen. 

Bedeutet <p den Winkel zwischen den beiaen Asvmptoteu- 
kurven durch den Punkt //, v, so erhalten die re. un 
mentalgroBen der Flache die Werte: 


- &)■+ ■ ■ 


bx_ cr* 

J ~du dv 


dy dy , d * 
du dv du di 


= COS Qt>, 

0 


»- (&)’+ «)•+ a;)'- ‘ 

und mithin wird das Quadrat der Ableitung der Bogenlange 
einer beliebigen Kurve anf der Flache nach emem Para- 

meter t von der Form: 

/ .j c\ 2 /J u\ - du dv , (d 

(£) - U) + 2 cos * « ^ + V‘ 

Der Winkel cp geniigt als Funktion von «, w der partielleu 

1 5 * 




^\2 
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Differentialgleichung 

( 3 ) 


d*<P 

d u &T 


sin cp. 


Die Formeln (2) und (3) beweisen den bekannten Satz: 1 2 ) 

In jedera Vierecke, das von vier Asymptotenkur- 
ven unserer FI ache gcbildet wird t sind die gegen- 
iiberliegenden Bogen einander gleich. 

Die Formel (3) gestattet die Berechnung des Flachen- 
inhaites eines von Asymptotenkurven gebildeten Viereckes 
mittels seiner Winkel; Darboux*) ist auf diesem Wege zu 
dera folgenden Satze gelangt: 

Der Flacheninhalt eines aus Asymptotenkurven 
gebildeten Viereckes auf unserer Flache ist gleich 
der Summe der Winkel des Viereckes vermindert 
u m Zrc. 

Die Formeln (1) liefern eine Parameterdarstellung unserer 
Flache, bei welcher die Koordinatenlinien 


n — const., = const. 


die Asymptotenkurven sind. Nach den obigen Au9fuhrungen 
erweisen sich die rechtwinkiigen Koordinaten c gewiB 

fur geniigend kleine Werte von tt,v als umkehrbar eindeutige 
Funktionen der Variabeln //,z\ d.h. die Formeln (x) vermitteln 
jedenfalls die umkehrbar eindeutige Abbildung einesStuckes 
der ur-F.bene in der Umgebung des Punktcs u =*= o, r o 
auf ein St tick, unserer Fliiche in der Umgebung des Punktes 
O. Unscre Aufgabe besteht daxin, die gesamte Abbildung 
dernr-Ebene auf unsere Flache zu untersuchen, welchc durch 
die analytische Fortsetzung der Formeln (1) erhalten wird. 

Fasseu wir irgendeiuc Asymptotenkurve unserer Flache ins 
Auge, so erkennen wir so fort, daB dieselbe im Endlichen 


1) Dini, Annali di Matcmatica, Bd. 4, 1870, S. 175. Darboux, 
T.e^ous sur In theorie gvneritlc des surfaces, Bd. 3, Nr. 773. Bianchi, 
l.ezioni di geometric dtfYcvcndalc, S 07. 

2) a. n. O., Bd. 3, Nr. 773. 
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keinen singularen Punkt haben und daher aucb mrgends auf- 
horen darf; denn bei Annahme einer solclien singularen Stelle 
konnten wir in dieselbe den Punkt O verlegen, und dies gabe 
einen Widerspruch mit unseren fruheren Ausffihrungen, wo- 
nach durch O stets zwei regulate Asymptotenkurven hindurch- 
laufen und eine genugend kleine Umgebung des Punktes O 
auf unserer Flache durch regular verlaufende Asymptoten¬ 
kurven luckenlos erfullt wird. 

Aus diesem Umstande entnehmen wir die analytische T at- 

sache, daS die Funktionen x 9 y 9 z fur aile reellen u y v em- 
deutig und unbegreiLzt fortsetzbar sind. Um dies sicher zu 

exkennen, tragen wir ^ora 
Punkte O aus auf der Asymp- 
totenkurve v =* o die Lange u 
nach der einen oder anderen 
Richtung, je nachdem u po- 
sitiv oder negativ ist, ab, zieh- 
en durch den erhaltenen End- 
punkt die andere Asymptoten- 
kurve, tragen dann auf dieser 
die Lange v nach der einen 
oder anderen Richtung hin, je nachdem v positiv o 
gativ aus fallt, ab und erteilen endlich dem so erhaltenen Eti 
punkte, der die rechtwinkligen Koordinaten xy 9 z habenmoge, 
die Parameterwerte u, v. Auf diese Weise ist jedem 
der uv- Ebene jedenfalls ein bestimmter Punkt unserer E.ac *e 
zugeordnet, und die Funktionen z f die diese Zuor ung 
vermitteln, sind eindeutige fur alie reellen Variabeln //, v 

finierte und regulare analytische Funktionen. 

Auch zeigt sich sofort, daB umgekehrt jedera Punkte unsere 

Flache mindestens eia Wertepaar u y v entspricht. IJm 
einzusehen, bezeichnen wir diejenigen Punkte, deren oor 

naten durch Funktionswerle 

x(u> v)> y(u* »)• *(«. J t ^ 

dargestellt werden, mit I\ dagegen die Punkte er ac 
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die durch unsere Abbildung nicht betrofFen werden, mu Q. 
Wiirden nun im Fndlichen ein oder mehrerc Punkte Q vor- 
handen sein, so miiBte es gewiB mindestens einen Punkt A 
auf derFlache geben, in dessen beliebigerNiihe sowohlPuukte 
P als auch Punkte Q gelegen sind. 

Nach den friiheren Ausfuhrungen existieren nun fur die 
Umgebung des Prinktes zweiScharen von Asymptotenkurven, 
deren jede diese Umgebung einfach und liickenlos uber- 
deckt. Unter diesen Asymptotenkurven muB notwendig min- 
destens eine solche vorhanden sein t die sowohl einen Punkt P 
als auch einen Punkt Q enthiilt. in der I'at. fassen wir eine 
der beiden durch A nindurchgehencieu Asymptotenkurven ins 
A uge und nehmc*u wir an, diesclbe bestande aus lauter Punk- 
tea P (bez. Q) % so wiirden die Asymptotenkurven derjenigen 
Schar, zu weichtr jene erstere Asymptotenkurve nicht gehdrt, 
mindestens je einen Punkt P (bez. Q), namlich den Schnitt- 
punkt mit der ersteren Asymptotenkurve enthalten. Die samt- 
lichen Kurven dieser Schar konnen aber gewiB nicht aus lautei 
Punkten P (bez. Q) bestehen, da sonst die ganze Umgebung 
von A nur Punkte P (bez. Q) enthielte. 

Es sei nun / die Lange eines Stuckes einer Asymptoten¬ 
kurve, deren Aufangspunkt ein Punkt P und deren Endpunkt 
ein Punkt Q sein moge. Fassen wir die beiden durch den 
Anfangspunkt /Maufendcn Asymptotenkurven der Flache ins 
Auge, so ist jenes Stuck von der Lange / notwendig die Fort- 
setzung einer dieser beiden Asymptotenkurven, und wenn 
daher //, 7/ die Koordinaten des Anfangspunktes P sind, so 
wird der Endpunkt jenes Kurvenstuckes entweder durch die 
Parameterwerte u /, v oder u y v -J- / dargestellt — entgegen 
unserer Annahme, derzufolge der Endpunkt Q nicht durch 
die Formeln (1) darstellbar sein sollte. 

Damit ist bewiesen worden, daB durch die Formeln (1) die 
ganze Flache zur Darstellung gebracht wird, wenn v alle 
reellen Zahlenwerte durchlaufen. 

Endlich ist es fur unsere Untersuchung notwendig, ein- 
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zusehen, daB die Formeln (1) jeden Punkt der Flache nur 
durch ein Wertepaar u> v darsteilen, d. h. daB die gefundene 
Abbildung unserer Flache auf die ^-Ebene aicht bloB fur 
genugend kleine Gebiete, sondern im ganzen geaommeQ erne 

umkehrbar-eindeutige sem muB. 

Wirbeweisen zu demZwecke derReihenachfolgendeSatze: 

I. £ s gibt auf unserer Flache keine g esc h loss ene, d. h. in sich 
zuriickkehrende Asymptotenkurve . 

ZumBeweise nehmen wir imGegenteii an, es sei eine solche 
Asymptotenkurve auf unserer Flache vorhanden. Wir konstru- 
ieren durch jeden Punkt derselben die andere Asymptoten- 
kurve und tragen auf diesen Kurven stets ein Stuck j nacli 

derselben Seite ab. Die er- 
haltenen Endpunkte wer- 
den dann entweder eine 
in sich zuriicklaufende 
Asymptotenkurve bilden, 
oder die Endpunkte des 
Stiickes ^ beschreiben erst 

nach zweimaligem Durch- 
laufen der Grundkurve eine in sich zuriickkehrende Asymp¬ 
totenkurve — ein Fall, der eintreten konnte, wenn unsere 
Flache eine sogenannte Doppelflache ware. Fassen wir nun 
eine derjenigen Asymptotenkurven von der Lange ^ ins Auge, 
die uns vorhin zur Konstruktion der neuen geschlossenen 
Asymptotenkurve dienten, so bildet dieselbe doppeltgerechnet 
zusammen mit den beiden geschlossenen Asymptotenkurven 
ein Asymptotenviereck, dessen Winkelsumme offenbar genau 
gleich 2 n ist. Diese Tatsache aber steht im Widerspruch zu 
dem vorhin angefuhrten Satze, wonach der Inhalt ein es Asymp- 
totenkurvenvierecks stets gleich dem OberschuB der Summe 
seiner Winkel fiber 2 7 1 ist und dieser UberschuB d«.her not- 
wendig positiv sein muB. 

2. Irgend zzuei durch einen Punkt gehende Asymptotenkurven 
sc hive iden sich in keinem anderen Punkte unserer Pldche. 
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Wir denken uns eine Asymptotenkurve a nacb beiden Rich- 
tungen hin ins Unendliche verlangert und dann durch einen 
Punkt P Q derselben nach einer Seite die andere Asymptoten- 
kurve b gezogen. Nehmen wir dann im Gegensatz zu unserer 
Behauptung an, daB diese Asymptotenkurve b die ursprung- 
liche a zum erstenmal im Punkt P y schnitte, so sind die fol- 
genden zwei Falle denkbar: 

Erstens: die Asymptotenkurve b konnte so verlaufen, daB 
sie in P y von derselben Seite der Asymptotenkurve a her 
eintritt, als sie dieselbe verlassen hat; 

zweitens: die Asymptotenkurve b konnte derart verlaufen, 
daB sie von der anderen Seite der ursprunglichen Asymptoten¬ 
kurve a herkommt und mithin nach Verlassen des Schnitt- 
punktes P y nach der namiichen Seite der Asymptotenkurve a 
gerichtet ist, wie anfanglich, als sie vom Punkte P Q ausging. 

Wir wollen zeigen, daB beide Falle unmoglich sind. Was 
den ersten Fall betrifft, so bezeichnen wir die Lange der 
Strecke P 0 P l auf a mit / und 

die Mitte dieser Strecke mit 
Q. Sodann denken wir uns 
durch jeden Punkt 
der Asymptoten¬ 
kurve a die andere 


Asymptotenkurve gezogen und nach der Seite, nach welcher 
hin die fragliche Strecke P Q P y auf b liegt, die Lange ^ / ab- 
getragen. Aus den Punkten P Q und P y der Kurve a erhalten 
wir auf diese Weise den namiichen Punkt Q als Endpunkt. 
Die saraUichen crhaltenen Fndpunkte bilden mithin eine 
Asymptotenkurve, welche durch den Punkt Q geht und su 
demselben Punkte Q mit der namiichen Tangente zuruck- 
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kehrt. Dies ist unmoglich, da es nach 1. auf unserer Flache 
kewe geschlossene Asymptotenkurve gibt. 

Damit ist gezeigt, dafi der erste Fall nicht stattfinden kann. 
Aber auch der zweite Fall ist unmoglich. Verliefe namlich 
die Asymptotenkurve in der Weise, daB sie nach Dberschreitung 
des Schnittpunktes P t die namliche Richtung aufweist wie 
fruher in P Q9 so konnten wir die Fortsetzung dieses Stuckes 
P 0 P ± der Asymptotenkurve b uber P x hinaus oflfenbar dadurch 
erhalten, da£ wir von P 0 ausgehend durch jeden Punkt des 
Stuckes P Q P 1 von b die andere Asymtotenkurve konstruieren 
und auf alien diesen Asymptotenkurven nach der betreffenden 
Seite hin das gleiche Stuck P 0 P 1 der Asymptotenkurve a ab- 
tragen. Die erhaltenen Endpunkte bilden die Fortsetzung der 





Asymptotenkurve b von P x bis zu einem Punkte P 2 auf a, Aus 
diesem Stucke P X P 2 der Asymptotenkurve b konnen wir in 
gleicher Weise ein neues Stuck der Asymptotenkurve b kon¬ 
struieren, welches uber P 2 hinausgeht und bis zu einem Punkt 
Pi auf a reicht usf. Auch ist klar, wie wir die Asymptoten¬ 
kurve b nach der anderen Richtung hin uber P Q hinaus durch 
die entsprechende Konstruktion fortsetzen konnen und so der 
Reihe nach zu den Kurvenstiicken P 0 P__ x , P_ t P_ 2 , ... ge- 
langen. Die Asymptotenkurve b schneidet also die Asymptoten¬ 
kurve a in den unendJichvielen gleichweit voneinander ent- 
femten Punkten: 
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Die Winkel, die die Asymptotenkurve b mit a in bestimmtem 
Sinne in jenen Schnittpunkten bildet, bezeichnen wir bez.mit 

Wir betrachten nun das Asymptotenkurvenviereck P 0 P X P 3 
p welches von den Stricken P Q P t au f <z » P\ ^ au ^ 
auf a , P t P 0 au i b gebildet wird. Die vier Winkel dieses Vier- 

ecks sind 

a Q% tc — a x> 'J 2 , 7t — 

und da nach dent angefuhrten Satze uber das Asymptoten- 
kurvenviereck der Inhalt desselben gleich dem OberschuB der 
Summe seiner Winkel uber 2 it ist und dieser tTberschuB daher 
positiv sein muQ, so folgt 

a Q -f- it — *f 51 — a j > 2 n ' 

d. h. 

(4) (/ Q a l <2 1 

Ebenso folgt allgemein 

(5) a t — a k + \ > a k + i — "i + J- (k*=-o, ± 1 , ±2, ...). 
Wegen der obigen Ungleichung (4) konnen jedenfalls a 0 — a x 
und a x — lz 2 nicht zugleich o sein; wir dvirfen die Annahme 


<i 0 — a x 4. o 

treffen. Aus (5) folgen die Ungieichungen: 


(6) 


> *0 

— a \ 

und 

oder 

"0 ~ a i 


a p + 1* 

( 7 ) 

a v +1 ~ a p 

> ^ 

— i2 o {P * 1 » 2 * 3 * • • •)• 


Bilden wir die Ungieichungen (6) und (7) I, 2,3,..,^, 

so folgt durch Addition derselben leicht 


■+“ n ( a o ~ lJ i)» 
a »+i> + " K — a o)- 

Fallt nun a Q — a x >> o aus, so ist fur genugend groBe Werte 
von n jedenfalls die erstere dieser beiden Gleichungen un- 
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moglich, da die Winkel a k samt'.ich kleiner als n sind; fallt 
dagegen a k — a 0 > O aus, so folgt aus demselben Grunde fur 
genugend groBe Werte von n die Unmoglichkeit der letzteren 

Gleickung. 

Die Asymptotenkurve b darf daher auf keine der beiden 
angenommenen Arten verlaufen, uud mithin ist der Beweis fur 
2. vollstandig erbracht. 

3. Eine Asympiotenkurve unserer Flache durchsetzt sich selbst an 

keiner Stelle , d. h. sie besiizt keinen Doppelpunkt. 

Zuin Beweise nehmen wir im Gegenteil an, es existiere erne 
Asymptotenkurve mit einem Doppelpunkt; dann verlegen wir 
den Anfangspunkt der krummiinigenKoordinaten indiesen 
Doppelpunkt und wahlen die beiden Zweige der Kurvenschleife 

zu Koordinatenlinien, nach der Scbleife hin den positiven Sinn 
gerechnet. 

Wir ziehen jetzt vom Punkte (— s, o) beginnend auf der 
«-Koordinafcenlinie durch jeclen Punkt derselben die andere 
Asymptotenkurve und tragen auf dieser nach der positiven 
Seite hin eineStrecke x ab; wahlen wir diese Streeter genugend 
klein, so werden die samt- 
lichen erhaltenenEndpunkte 
nach einem oben angefuhr- 
ten Satze fiber das Asym- 
ptotenkurven- 
viereck wie- 
derum eine —£Z ,0 
Asymptoten¬ 
kurve bilden. 

Diese Asym¬ 
ptotenkurve geht vom Punkte (— s, x) aus, lauft durch den Punkt 
(x, x) und endigt im Punkte (x, o) bez. (— x, o), durchsetzt sic 
daher selbst in (x, x) bez. (— x, x). Wir sehen also, daB die 

soeben konstraierte Asymptotenkurve die ursprungliche Asym 
ptotenkurve in zwei verschiedenen Punkten (o, x) unci ^ 
bez. (o, x) und (— x, o) schneidet; dies ist nach 2. unmdglic 
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4. Wenn wir dureh jeden Punkt einer Asymptotenkurve a die andere 
Asymptotenkurve ziehen und auf dies er nach der rut m Lie hen Seite hin 
eine bestitnmle Strecke s abtragen , so bilden die erhaltenen Endputtkie 
eine neue Aymptolenkurrte b, die die ur sprung lie he Asymptotenkurve a 
an keiner Stelle schncidet. 

Denn ware Pein Schnittpunkt des Asymptotenkurve b mit 
der urspriinglichen a , undtragen wir, derimSatzeangegebenen 
Konstruktion zufolge von P aus auf der Asymptotenkurve b 
die Strecke s nach der betreffenden Seite von a hin ab, so 
bekommen wir einen durch den entstehenden Endpunkt Q 
hindurchgehenden Asymptotenkurvenzweig, der ebenfalls zur 
Asymptotenkurve b gehoren miiBte und andererseits den an- 
fangs betrachteten Zug der Kurve b in Q schneidet; mithin 
ware Q ein Doppelpunkt der Asymptotenkurve b; das Auftreten 
eines Doppelpunktes ist aber nach 3. unmoglich. 

Aus den Satzen 1. 
bis 4. konnen wir 
sofort diese SchluB- 
folgemogen ziehen: 

Die samtlichen Asym- 
ptotenkurven unserer 
Eldc he zeifallen in 
snvei Scharen. frgend 
zzitet derselben Schar attgelwretide Asymptotenkurven schneiJen sich 
mcht; dagegen schneiden sich je zwei Asymptotenkurven , die ver¬ 
se hie dene ti Scharen angeh&ren, stets in einem und nur einem Punk/e 
der Eldche. 

Die Koordinatenlinien u == o, r 1 —*0 sind zwei Asymptoten¬ 
kurven, die verschiedenen Scharen angehoren. Wegen der 
Bedeutung der Koordinaten u,v als Langen gev/isser Koordi- 
natenabschnitte entnehmen wir aus den eben ausgesprochenen 
Tatsachen zugleich, daB zu bestimmt gegebenen Werten von 
u, v stets nur ein Punkt unserer Flaclie gehort, d. h. die zu 
untersuehetuie Abbildung (1) unserer E/dche auf die uv-Ebene ist 
notwendig eine umkehrbar eindeuiige. Insbesondere folgt hieraus t 
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daft unsere 2 Tlache einen einfachen Zusa?nmenhang besitzt und keine 
Doppeljlache ist. 

Nachdem wir zu dieser wichtigen Einsicht gelangt sind, 
berechnen wir den gesamten Inhalt unserer Flache auf zwei 
Wegen; wir werden dadurch zo einem Widerspruch gelangen. 

Der erstere Weg ist der folgende: Wir betrachten auf 
unserer Flache dasjenige aus Asymptotenkurven gebildete 
Viereck, dessen Ecken durcli die Koordinaten 

Uy V\ - Uy V‘, - U y - V\ Uy - V 

bestimmt sind. Da jeder Winkel dieses Vierecks < n sein 
mufl, so ist die Sumrae der Winkei des Vierecks jedenfalls 
<C 4?c und der Inhalt des Vierecks, d. h. der UberschuB der 
Summe seiner Winkel iiber 2 ity ist mithin notwendig < 2 re. 
Lassen wir nun die Werte von u, v unbegrenzt wachsen, so 
kommt jeder bestimmte Punkt der Flache sicher einmal im 
Inneren eines Viereckes zu liegen und bleibt dann im Inneren 
aller weiteren Vierecke, so daB das unbegrenzt wachsende 
Viereck schlieBlich die ganze Oberflache umfaBt. W^ir ent- 
nehmen daraus, daB der Gesamtinhalt unserer Flache < 2 tc 
sein mu8. 

Andererseits betrachten wir die geodatischen Linien auf 
unserer Flache. Wegen der negativen Krummung unserer 
Flache ist jede geodatische Linie zwischen irgend zweien 
ihrer Punkte gewiB kurzeste Linie, d. h. von kleinerer Lange 
als jede andere Linie, die auf der Flache zwischen den nam- 
lichen zwei Punkten verlauft und sich durch stetige Anderung 
in die geodatische Linie iiberfuhren laBt. Wir fassen nun irgend 
zwei vom Punkt O ausgehende geodatische Linien auf unserer 
Flache ins Auge und nehmen an, dieselben schnitten sich 
n °ch in einem anderen Punkt F* der Flache. Da nach dem 
oben Bewiesenen unsere Flache einen einfachen Zusammen- 
hang besitzt, so laflt sich jede dieser beiden geodatischen 
Linien OjP in die andere durch stetige Veranderung uber- 
fuhren; es miiBte also nach dem eben Ausgefiihrten jede der- 
selbenkurzer sein als die andere, was nicht moglich ist. Unsere 
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Annahrr.e der Existenz eines Schnittpunktes P ist also zu ver- 
v/erfen. Durch die namlichen Schliisse erkeunen wir auch, daft 
eine geodatische Linie unserer Flache weder 9ich durchsetzen 
noch in sich selb3t zurucklaufen darf. 

Denken wir una nun auf alien von O ausgehenden geo- 
datischen Linien die gleiene Lange r abgetragen, so bilden 
die erhaltenen Endpunkto cine gescblossene doppelpunkts- 
lose Kurve auf unserer Flache. Das voo dieser Kurve um- 
spannte Gebiet besitzt nach den bekannten Formeln der 
Lobat3chefskyschen Geometrie den Flacheninhalt 



Da dieser Ausdruck fur unendlich wachsende Werte von r 
selbst liber alle Grenzen waehst, so eotnehmcn wir hieraus, 
daB auch dei Gesamtinhalt unserer Flache unendlich grofi 
seiu muBte. Diese Folgerung stent im Widerspmch mit der 
vorhin bewiesenen Tatsache, wonach jener Inhalt stets <2ji 
ausfallen sollte. Wir sind daher gezwungen, unsere Grund- 
annahme zu verwerfen. d. h. wii erkeanen, dof es eine singu¬ 
lar/tdtt njreie und iibtrail regular on.x/ytische Plot he i'on kenstanter 
nega fiver Krihnmung nieht gibi}) lusbesondere 1 st daher auch die 
zu Anfang aufgeivorfene Pruge zu verneinen , ob auf die Pel- 
framtsche ff eise die gauze Tiobatschefs kysche Phene durch eine 
regular analy tische *) Pldche im Raume sich Z’er:: irklic hen laft. 

• • 

liber Plachen von positives konstauter Krummuug f) 

Wir gingen zu Anfang dieser Untersuchung aus von der 
Frage nach einer Flache negativer konstanter Krummung, 

1) Inzwischcn hat E. Holmgren in seiner Note: ,,Sur les surfaces 
A courbure constantc negative** (Pomptes rendus; Paris 1902) cinen sehr 
einfachen u\id ebenfalls auf r ormel (3) beruhenden mehr analytischen 
Beweis fiir diesen Satz erbrach*. 

2) Vgl. die Aomerkung auf S. 210. 

3) Die Fragc dcr Ver wirklichuug der Nicht-Euklidischcn elliptischea 
cbenen Geometric durch die Punkte cincr iiberall stetig gekrummten 
Mache ist nuf meine Anrcgung von W. Roy untersucht worden: ,,Ober 
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die uberal 1 im Endlichen regular analytisch verlauft, und ge- 
langten zu dem Resultate, dafi es eine solche Flache mcht 
gibt. Wir v/ollen nunmehr mittels der entsprecheiiden iSlethodc 
die gleiche Frage fur positive konstante Kriimmung behandeln. 
Offenbar ist die Kugel eine geschlossene singuiaritatenfreie 
Flache positiver kon3tanten Kriimmung, uad uach dem vod 
H.Liebmann 1 ) auf meine Anregung bin geiuhrten Beweise 
gibt es auch keine andere geschlossene Flache von derselben 
Eigenschaft. Diese Xatsache nun wollen wir aus einem Satze 
herleiten, der von einem beliebigen singularitatenfreien Stiicke 
einer Flache positiver konstanter Kriimmung 2 ) gilt und fol- 
gendermaBen lautet: 

Auf einer Flache der positiven kons/anten Kriimmung -f* 1 S€t 
ein singularitatenfreies einfach oder mehrfach zusammenhangendes 
Gebict im Fndlichen ahgegrcnzt\ denken zv:r uns dann in jedem 
Punkte dieses Gebietes sozuie in den Randpunkien desselben die beiden 
Haupikriimmungsradien der Flache konstruiert, so zvird das Maxi¬ 
mum der grojSeren und folglich auch das Minimum der kletneren 
der beiden Idiuptkriimmungsradien gewif in keinem Punkte ange- 
nommen, der irrt Inneren des Gebietes hegl — es set denn un» ere 
Flache ein Stuck der Kugel mil dem Radius I. 

Zum Beweise bedenken wir zuniichst, daB wegen unserer 
Voraussetzung das Produkt der beiden Jrlaupikriimmungs- 

die Curvatura integra und die Topologie geschlossener Flachen''. Inaa- 
guraldissertation, Gottingen 1901 und Math. Ann.Bd. 57 1903. W. Boy 
hat in dieser Arbeit eine topologisch sehr interessante, ganz im End 
lichen gelegene einseitige geschlossene Flache angegeben, die abge- 
sehen von einer geschlossenen Doppelkurve mit. dreifachem Punkt, in 
welcher sich die Mantel der Flache durchdringen, keine Singulantat 
anfweist nnd den Zusammenhang der Nicht-Euklidischcn elliptischen 
Ebene besitzt. 

1) Gottinger NachriclHen 1899, S. 44. Vgl. ferner die interessanten 

Arbeiten desselben Verfassers in Math. Ann. Bd. SZ Bd - 54 - 

2 ) Ben analytischen Charakter der Flachen konstante/ positiver 
Kriimmung nachzuweisen ist G. Liitkemeyer in der is. 220 genannten 
hiauguraldissertation und E. Holmgren in den Math. Ann. Bd. 57 S e 
lungen. 
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radien uberall =- i und daher der grbBere der beiden Haupt¬ 
krummungsradien stets ^ i sein muB. Aus diesem Grunde ist 
das Maximum der grbBeren Hauptkrummungsradien offenbar 
nur dann = I, wenn beide Hauptkrummungsradien in jedem 
Punkte unseres Flachensttickes = i sind. In diesem beson- 
deren Falle ist jeder Punkt des Flachenstiickes ein Nabel- 
punkt, und man schlieBt dann leicht in der bekannten Weise 

daB das Flachenstiick ein Stuck derKugel mit dem Radius i 
sein muB. 


Nunmehrsci das Maximum der grbBeren der beidenHaupt- 

krummungsradien unserer Flache > dann nehmen wir im 

Gegensatz ... der Behauptung an, es giibe im Inneren des 

achenstuckes einen Punkt O, in welchem jenes Maximum 

stattfmde. Da dieser Punkt DgewiB kein Nabelpunkt sein kann 

und uberdies ein regularer Punkt unserer Flache ist, so wird 

die Umgebung dieses Punktes luckenlos und einfach von jeder 

der beiden Scharen von Krummungslinien der Flache bedeckt 

Benutzen wir diese Krummungslinien als Koordinatenlinien 

und den Punkt O selbst als Anfangspunkt des krummlinigen 

Koordinatensystems, so gelten nach der bekannten Theorie 

der Flachen positiver konstanter Kriimmung die folgenden 
Tatsachen: 1 ) ° 

Es bedeute /, den grbBeren der beiden Hauptkrummungs- 

rad.en fur den Punkt (,,, v) in der Umgebung des Anfangs- 

pun es L (o, o); es ist in dieser Umgebung r. > i. Man 
setze 1 


9 “ k log ' 1 + ' 

r \ 1 

dann genugt die positive reelle GrbBe 
der partiellen Differentialgleichung 


» 


q als Funktion von u,r 


3*0 . 

du* r a 7 .* 




) Darboux sur la theorie gintede des 

776. Bianchi, Lczioni dl gcometria 


difTercnriale, 


surfaces, 
§ 264. 


Bd. 3, 
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Da bei abnehmendem r x die Funktion q notwendig wachst, 
so muB £ als Funktion von 7/, v an der Stelle u = o, v == o 
einen Minimalwert aufweisen, und demnach hat die Entwicke- 
lung von ^ nach Potenzen der Variabeln v notwendig die 
Gestalt 

£ = 2 u v -f- y v* 

wo a, a, ( 3 f y Konstante bedeuten und dabei die quadratische 
Form 

ecu 2 -f- 2 ( 3 uv -{- yv 2 

fur reelle u % v niemals negative Werte annehmen darf. Aus 
letzterem Umstande folgen fiir die Konstanten a und y not¬ 
wendig die Ungleichungen: 

(9) * a o und y O. 

Andererseits wollen wir die Entwickelung fur q in die Diffe- 
rentialgleichung (8) einsetzen; fur u = o, v = o erhalten wir 
dann 

e - 2a _ e 2a 

*{« + r) -- 4- 

Da die Konstante a den Wert von q im Punkte O =*= (o, o) 
darstellt und mithin positiv ausfallt, so ist hier der Ausdruck 
rechter Hand jedenfalls <0; die letztere Gleichung fiihrt des- 
halb zu der Ungleichung 

« 4 - y < °» 

welche mit den Ungleichungen (9) in Widerspruchsteht. Damit 
. unsere ursprungliche Annahme, wonach die Stelle des 
Maximums im Inneren des Flachenstiickes liege, als unzu- 
treffend und mithin der oben aufgestellte Satz als richtig er- 
kannt. 

Der eben bewiesene Satz lehrt offenbar folgende Tatsache: 
Wenn wir aus der Kugeloberflache ein beliebiges Stuck aus- 
geschnitten denken und dann dieses Stuck beliebig verbiegen, 
so findet sich das Maximum alter groBeren vorkommenden 
Hauptkrummungsradien stets auf dem Rande des Flachen- 

Hilbert: Grundlagen <ler Geometric. 6. Aufi. x6 
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sttickes. Eine geschlossene Flache be9itzt keinen Rand und 
daraus folgt, wie bereits oben bemerkt, sofort der Satz, daft 
eine geschlossene singularitdtenjreie Flache mil der positiven kon¬ 
st an ten Kriimmung I stets die Kugel mit dem Radius I seitt mu ft. 
Dieses Resultat driickt zugleich aus, daB man die Kugel als 
Ganzes nicht verbiegenkann, ohne daBaufderFlacheirgondwo 
eine Singularitat auftritt. 

Gottingen, 1900. 



Anhang VI. 
tJber den Zahlbegriff. 

[Abgedruckt xus dcm Jahresbericht dcr Deutschen Mathematiker- 

Vereinigung Bd. 8 1900.3 

Wean wir in der Literatur die zahlreichen Arbeiten liber 
diePrinzipien derArithmetik und uber die Axiome derGeo- 
me trie iiberschauen und miteinander vergleichen, so nehmen 
wir neben zahlreichen Analogien und Verwandtschaften dieser 
beiden Gegenstande doch hinsichtlich der TVlethode der 
Untersuchung eine Verschiedenheit wahr. 

Vergegenwartigen wir uns zunachst die Art und Weise der 
Einfuhrung des Zahlbegriffes. Ausgehend von dem Begriff der 
Zahl 1, denkt man sich gewohnlich durch den Prozefr des 
Zahlens zunachst die weiteren ganzen rationalen positiven 
Zahlen 2, 3, 4, ... entstanden und ihre Rechnungsgesetze ent- 
wickelt; sodann gelangt man durch die Forderung der all- 
gemeinen Ausfiihrung derSubtraktion zur negativen Zahl; man 
definiert femer die gebrochene Zahl, etwa als ein Zahlen- 
paar — dann besitzt jede lineare Funktion eine Nullstelle , 
und schliefllich die reelle Zahl als einen Schnitt oder eine 
Fundamentalreihe — dadurch erreicht man, dafi jede ganze 

rationale indefinite, undiiberhauptjedestetige indefinite Funk¬ 
tion eine Nullstelle besitzt. Wir konnen diese Methode der 
Einfuhrung des Zahlbegriffs di a. genetische Alethode nennen, weil 
der allgemeinste Begriff der reellen Zahl durch sukzessive Er- 
weiterung des einfachen Zahlbegriffes erzeugt wird. 

Wesentlich anders verfahrt man beim Aufbau der Geo- 
metrie. Flier pflegt man mit der Annahme der Existenz der 
samtlichen Elemente zu beginnen, d. h. man setzt von vorn- 
herein drei Systeme von Dingen, namlich die Punkte, die Ge- 
raden und die Ebenen voraus, und bringt dann diese Elemente 
— wesentlich nach dem Vorbilde von E u k 1 i d — durch gewisse 
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Axiome, namlich die Axiome der Verkniipfung, der Anord- 
nung, der Kongruenz und der Stetigkeit, miteinander in 
Beziehung. Es entsteht dann die notwendige Aufgabe, die 
Widerspruchslosigkeit und Vollstandigkeit dieser 
Axiome zu zeigen, d. h. es muB bewiesen werden, daB die 
Anwendung der aufgestellten Axiome nie zu Widerspruchen 
fuhren kann, und femer, daB das System der Axiome zum 
Nachweis aller geometrischen Satze ausreicht- Wir wollen das 
hier eingescblagene Untersuchungsverfahren die axiomatische 
Methods nennen. 

Wir werfen die Frage auf, ob wirklich die genetische Me- 
tbode gerade fur das Studium des Zahlbegriffes, und die axio¬ 
matische Methode fur die Grundlagen der Geometrie die 
allein angemessene ist? auch scheint es von Interesse, beide 
Methoden gegenviberzustellen und zu untersuchen, welche 
Methode die vorteilhaftere ist, wenn es sich urn die logische 
Untersuchung der Grundlagen der Mechanik oder anderer 
physikalischer Ilisziplinen handelt. 

Meine Meinung ist diese: Trotz des hohen padagogi- 
schen und heuristisclien W T ertes dergenetischen Me¬ 
thod ever dient doch zurendgultigenDarstellungund 
volligen logischen Sicherung deslnhaltes unserer 
Erkenntnis die axiomatische Methodeden Vorzug. 

In der Theorie des Zahlbegriffes gestaltet sich die axio¬ 
matische Methode wie folgt: 

Wir denken ein System von Dingen; wir nennen diese 
Dinge Zahlen und bezeichnen sie mit a, b, c,.... Wir denken 
diese Zahlen in gewissen gegenseitigen Beziehungen, deren 
genaue und vollstandige Beschreibung durch die folgenden 
Axiome geschieht: 

I. Axioms der Verkniipfung. 

I i. Aus der Zahl a und der Zahl b entsteht durch „Ad- 
dition 44 eine bestimmte Zahl r, in Zeichen: 

a -{- b =» c oder 


<■' "= <* + 
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I 2. Wenn a und b gegebene Zahlen sind, so existiert stets 
eine und nur eine Zahl x und auch eine und nur eine Zahlj/, 
so daB 


a -f- x 


bez. y + a 


wird. 

I 3. Es gibt eine bestimmte Zahl — sie heiBe o —, so daB 
fur jedes a zugleich 


a -f- o = a und o -f- a =* a 
isb 

I 4. Aus der Zahl a und der Zahl b entsteht noch auf eine 
andere Art, durch „Multipiskati on 4 *, eine bestimmte Zahl c y 


in Zeichen: 


ab — c oder c — ab . 


I 5. Wenn a und b beliebig gegebene Zahlen sind und a 
nicht o ist, so existiert stets eine und nur eine Zahl x , und 
auch eine und nur eine Zahl^y, so daB 

ax — b bez. ya — b 

wird. 

I 6. Es gibt eine bestimmte Zahl — sie heiBe 1 —, so daB 
fur jedes a zugleich 


a * 1 — a und 1 • a = a 
ist. 

II. Axiome der Rechnung. 

Wenn a,b,c beliebige Zahlen sind, so gelten stets folgende 

Formeln: 


Hi. a (b -f- c) = (a -f- b) -f - c , 

H 2» a 4" b *= b &» 


n 3 . 

a (be) 

= (ab)c y 

n 4 . 

a(b 4- c) 

= ab 4 - ac , 

n 5 - 

(a -f b)c 

= ac -f- be , 

n 6. 

ab 

= ba. 


HE. Ax tome der Anordnung . 

HI 1. Wenn a, b irgend zwei verschiedene Zahlen sind, so 
ist stets eine bestimmte von ihnen (etwa a ) groBer (Z>) als die 
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andere; die letztere heiflt dann die kleinere, in Zeichen: 

a > b und b < a. 

Ill 2. Wenn a > b und b >> c, so ist auch a > c. 

HI 3. Wenn a > b ist, so ist auch stets 

a -f- c > b -j- c und c -f- a > c -f- b. 

III 4. Wenn a > b und c > o ist, so ist auch stets 

ac >> und ca > 

IV. Axiome dcr Stctigkeit. 

IV 1. (Archimedisches Axiom.) Wenn a > o und i > o 

zwei beliebige Zahlen sind, so ist es stets moglich, a zu sich 

selbst so oft zu addieren, daB die entstehende Summe die 
Eigenschaft hat 

IV 2. (Axiom der Vollstan digkeit.) Es ist nicht moglich, 
dem Systeme der Zahlen ein anderes System von Dingen hin- 
zuzufiigen, so daB auch in dem durch Zusammensetzung ent- 
stehenden Systeme die Axiome I, II, III, IV 1 samtlich erfullt 
sind, oder kurz: die Zahlen bilden ein System von Dingen, 

welches bei Aufrechterhaltung samtlicher Axiome keiner Er- 
weiterung mehr fahig ist 

In Axiom IV 1 haben wir den Begriff der endlichen Anzahl 
vorausgesetzt. 

Einige der Axiome I 1—6, II 1—6, III 1—4, IV 1—2 sind 
Folgen der ubrigen, und es entsteht so die Aufgabe, die lo- 
gische Abhangigkeit der genannten Axiome zu erdrtem. Fur 
die Untersuchung der Prinzipien der Arithmetik liefert diese 
Aufgabe manchen neuen und fruchtbaren Gesichtspunkt Wir 
erkennen beispielsweise folgende Tatsachen: 

Die Existenz der Zahl o (Axiom I 3) ist eine Folge der 

Axiome I I, 2 und Hi; sie beruht also wesentlich auf dem 
assoziativen Gesetz der Addition. 

Die Existenz der Zahl i (Axiom I 6) ist eine Folge der 
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Axiome I 4, 5 und XI 3; sie bemht also wesentlich auf dem 
assoziativen Gesetz der Multiplikation. 

Das kommutative Gesetz der Addition (Axiom II 2) ist eine 
Folge der Axiome I, II 1, 4, 5; dasselbe erscheint also im 
wesentlichen als eine Folge des assoziativen Gesetzes der Ad¬ 
dition und der beiden distributiven Gesetze. 

Beweis. Es ist 


< a + b ) (» + I) — (a + b) 1 + (a -f. b) r 

— a ( I + 1) + 6(1 + 1) 


folglich 


a - & ~h cz b f 
a + + b -f- b; 


a-\-b-\-a-\-b = a-\-a -\- b + b. 


und daher nach I 2 


b -f- o = a ~f~ b. 


Das kommutative Gesetz der Multiplikation (Axiom II 6) 
ist eine Folge der Axiome I, II i_ 5> in, IV i, dagegen nicht 
schon eine Folge der Axiome I, II r_ 5 , HI; jenes Gesetz 
kann hiemach aus den ubrigen Axiomsn dann und nor dann 
gefolgert werden, wenn man das Archimedische Axiom (Axiom 
IV 1) hinzuzieht Diese Tatsache hat fur die Gnmdlagen der 
Geometrie eine besondere Bedeutung, 1 ) 

Die Axiome IV 1 und IV 2 sind voneinander unahangig; 
sie enthalten keine Aussage iiber den Begriff der Konvergenz 
Oder iiber die Existenz der Grenze, und dennoch folgt, wie 
man zeigen kann, aus ihnen der Bolzanosche Satz von der 
Existenz der Verdichtungsstelle. Wirerkennenmithin dietJber- 
einstimmung unseres Zahlensysterns mit dem gewohnlichen 
Systeme der reellen Zahlen. 

Um die Widerspruchslosigkeit der aufgesteUten Axiome zu 
beweisen, bedarf es nur einer geeigneten Modifikation be- 
kannter SchluBmethoden. In diesem Nachweise erblicke ich 
zugleich den Beweis fur die Existenz des Inhegriffs derreeilen 
Zahlen oder — in der Ausdrucksweise G. Cantors _ den 


i) Vgl. Kap. VI. 
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A_nhang VI 


Beweis dafiir, daB das System der reellen Zahlen eine kon- 
sistente (fertige) Menge ist. 

Die Bedenken, welche gegen die Existenz des Inbegriffs 
aller reellen Zahlen und unendlicher Mengen uberhaupt gel- 
tend gemacht worden sind, verlieren bei der oben gekenn- 
zeiehneten Auffassung jede Berechtigung: unter der Menge 
der reellen Zahlen haben wir uns hiernach nicht etwa die 
Cresamtheit aller moglichen Gesetze zu denken, nach denen 
die Elemente einer Fundamentalreihe fortsclireiten konnen, 
sondem vielmehr — wie eben dargelegt ist — ein System 
vonDingen, deren gegenseitige Beziehungen durch das obige 
endliche undabgeschlossene System von Axiomen I_ TV 

gegeben sind, und iiber welche neue Aussagen nur Giiltigkeit 
haben, falls man sie mittels einer endlichen Anzahl von lo- 
gischen Schlussen aus jenen Axiomen ableiten kann. 

Warden wir in ahnlicher Weise den Beweis fiir die Existenz 

ernes Inbegriffs aller Machtigkeiten (oder aller Cantorschen 

Alephs) erbringen wollen, so wurde dieser Versuch miBlingen; 

in der Tat der Inbegriff aller Machtigkeiten existiert nicht] 

Oder — in der Ausdrucksweise G. Cantors — das System 

aller Machtigkeiten ist eine nichtkonsistente (nichtfertige) 
Menge. 1 ) v 6 ’ 


Gottingen, den i 2. Oktober 1899 


von 1) F V 7 l,dle \ nzwis ^ hen er ^hicnencn scharfsinnigen Untersuchungen 
Math Ann r HH ’* iSC fiir die Mdglichkeit einer Wohlordnung" 

( a?° 4> lid * 05 SOwie Untersuchun- 

8 ,,Ubcr die Grundlagen der Mengenlehre“ Math. Ann. Bd. 65 (1907). 



Anhang^ VII. 

Ober die Grundlagen der Logik and der 

Arithmetik. 

[Aus den Verhandl ungen des m. International Mathematiker- 

Kongresses in Heidelberg 1904.] 

Wahrend wir heute bei den Untersuchungeniiber die Grund- 

lagen der Geometrie iiber die einzuschlagenden Wege und 

die zu erstrebenden Ziele im wesentlichen untereinander einig 

smd, ist es mit der Frage nach den Grundlagen der Arithmetik 

anders bestellt: hier stehen sich gegenwartig noch die ver- 

schiedenstenMeinungen derForscher schroff einander gegen- 
iiber. 0 & 

Die Schwierigkeiten bei der Begriindung der Arithmetik 
smd zum Teil in der Tat anders geartete als diejenigen, die 
bei der Begriindung der Geometrie zu uberwinden waren. Bel 
der Priifung der Grundlagen der Geometrie konnten gewisse 
bchwiengkeiten, die rein arithmetischer Natur sind, beiseite 
gelassen werden; bei der Begriindung der Arithmetik aber 
erscheint die Berufung auf eine andere Grunddisziplin un- 
erlaubt. Ich werde die wesentlichen Schwierigkeiten bei der 
Begriindung der Arithmetik am deutlichsten hervortreten 
lassen, indem ich die Anschauungen einzelner Forscher einer 
kurzen kntischen Erorterung unterwerfe. 

L.Kronecker hat bekanntlich in dem Begriff der ganzen 
Zahl das eigentliche Fundament der Arithmetik erblickt; er 
b.ldete sich die Auffassung, daB die ganze Zahl, und zwar 
als AUgemembegriff (Parameterwert) direkt und unmittelbar 
da sei; dadurch wurde er verhindert zu erkennen, daB der 
Begnff der ganzen Zahl einer Begriindung bedurftig und fahig 
ist. Insofem mochte ich ihn als ZJogmaliktr bezeichnen: er 
nimmt die ganze Zahl mit ihren wesentlichen Eigenschaften 
als Dogma hin und blickt nicht weiter ruckwarts. 
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H.Helmholz vertritt den Standpunkt des Empiristen\ der 
Standpunkt der reinen Erfahrung aber scheint mir durch den 
Hinweis widerlegt, daB aus der Erfahrung, d. h. durch das 
Experiment, niemals die Moglichkeit oder die Existenz einer 
beliebig groBen Zahl entnommen werden kann. Denn die Zahl 
der Dinge, die Gegenstand unserer Erfahrung sind, liegt, wenn 
sie auch groB ist, doch unterhalb einer endlichen Grenze. 

E.B. Chris to ffel und alle diejenigen Gegner Kroneckers, 
die, von dem richtigen Gefuhl geleitet, daB ohne den Begriff 
der Irrationalzahl die ganze Analysis zur Unfruchtbarkeit ver- 
urteilt bliebe, durch Auffindung ,,positiver“ Eigenschaften 
dieses Begriffes oder durch ahnliche Mittel die Existenz der 
Irrationalzahl zu retten suchen, mochte ich als Opportunisten 
bezeichnen. Eine sachliche Widerlegung des Kroneckerschen 
Standpunktes aber wurde durch dieselben meiner Meinung 
nach nicht erreicht. 

Unter den Gelehrten, welche tiefer in dasWesen der ganzen 
Zahl eingedrungen sind, nenne ich die folgenden: 

®tellt sich die Aufgabe, die Gesetze der Arith- 
metik durch die Mittel der Logik, diese in hergebrachtem 
Sinne aufgefaBt, zu begriinden. Er hat das Verdienst, die wesent- 
lichen Eigenschaften des Begriffes der ganzen Zahl sowie die 
Bedeutung des Schlusses der vollstandigen Induktion richtig 
erkannt zu haben. Indem er aber seinem Plane treu unter 


anderera auch dies als Grundsatz hiunimmt, daB ein Begriff 
(eine Menge) deftniert und unmittelbar verwendbar sei, wenn 
nur fur jeden Gegenstand bestimmt ist, ob er unter den Begriff 
falle oder nicht, und auch den Begriff „jeder“ dabei keiner 
Einschrankung unterwirft, setzt er sich gcrade denjenigen 
mengentheoretischen Paradoxien aus, die beispielsweise in dem 
Begnffe der Menge aller Mengen iiegen und die, wiemif scheint, 
zeigen, daB die Auffassungen und Untersuchungsmittel der 
Logik, im hergebrachten Sinne aufgefaBt, nicht den strengen 
Anforderungen, die die Mcngenlehre stellt, gewachsen sind. 
Die Vermei dung solcher Wi derspruche und die Kla- 
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rung jener Paradoxien i at vielmehr bei den Unter- 
suchungen uber den Zahlbegriff von vornherein als 
ein Hauptziel ins Auge zu fassen. 

R.Dedekind hat die matheroatischen Schwierigkeiten bei 
der Begrundung des Zahlbegriffes klar erkannt und in auBerst 
scbarfainniger Weise zuerst einen Aufbau der Theorie der 
ganzen Zahlen gelieferL Ich mochte aber seine Methode in- 
sofem als eine transzendentaie bezeichnen, als er den Nach- 
weis fur die Existenz des Unendlichen auf einem Wege fuhrt, 

dessenGrundidee wohl in ahnlicher Weise von philosophischer 

Seite benutzt wird — ein Weg freilich, den ich wegen des 
unvermeidlichen Widerspruches des dabei zur Verwendung 
kommenden Begriffes der Gesamtheit aller Dinge als gang- 
bar und sicher nicht anerkennen kann. 

G.Cantor hat den genannten Widerspruch empfunden und 
diesem Empfinden dadurch Ausdruck verliehen, daB er „kon- 
sistente“ und „nichtkonsistente“ Mengen unterscheidet, In- 
dem er aber, meiner Meinung nach, fiir diese Unterscheidung 
kein scharfes Kriterium aufstellt, muB ich seine Auffassung 
uber diesen Punkt als eine solche bezeichnen, die dem sut>- 

jektiven Ermessen noch Spielraum laBt und daher keine ob- 
jektive Sicherheit gewahrt. 

Ich bin der Meinung, daB alle die beruhrten Schwierigkeiten 
sich iiberwinden lassen und daB man zu einer strengen und 
vollig befriedigenden Begrundung des Zahlbegiffes gelangen 
kann, und zwar durch eineMethode, die ich die a xiomatzsche 
nennen und deren Grundidee ich in der folgenden Mitteilung 
kennzeichnen mochte; eine strenge und konsequente Durch- 
fiihrung und Entwicklung der Methode behalte ich mir vor. 

Man bezeichnet wohl die Arithmetik als einen Teil der Logik 
und setzt meist bei der Begrundung der Arithmetik die her- 
gebrachten logischen Grundbegriffe voraus. Allein bei auf- 
merksamer Betrachtung werden wir gewahr, daB bei der her- 
gebrachten Darstellung der Gesetze der Logik gewisse arith- 
metische Grundbegriffe, z.B.der Begriff der Menge, zum Teil 
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auch der Begriff der Zahl insbesondere als Anzahl bereits zur 

erwendung kommen. Wir geraten soin eine Zwickmuhle und 

zur Verme.dung von Raradoxien ist daher eine teilweise gleich- 

ze, ,ge Entwicklung der Gese.ze der Logik und der Arith- 
metik erforderlich. 

W.e ich mir diesen geraeinsamen Aufbau denke, kann ich 

zu ent's hTd ei “ eS V ° rtrageS DUr andeuten ' bitte daher 

fih V ! ,' ge “’ Wenn e3 mir nur » elin &‘’ aiea eine unge- 
fahre Vorstellung davon zu geben, in welcher Richtung meL 

ntersuchungen sich bewegen. Auch werde ich mich derleich- 

‘eren Versiandiichkoit wegen mehr der gewohnten Spra che 

„m Worten- und der darin mittelbar zum Ausdruck kommen- 

esetze der Lo gl k bedienen, als bei einem exakten Auf- 
bau wuchenswert ware. 

ode^k^rzTn D dU “ Ser f ^^“'-eiBeeinGedankending 

Wir We 8 U “ d " Crde durch ein Zeichen benannh 

d,n!,/T UD3erer Betrachtu “g zunachst ein Cxedanken- 

rait sici e zu i ZUgrU “ d !; D,eZusammenfass ungendiesesDinges 

ran s.ch zu Je zwei, drei oder tnehr Malen, wie: 

1 I, III, I I I I 

bezeichnen wir als Kombinationen des Dinges r mit sich' 

nadonen Korabinationen dieser KombU 

(>)(H), «*)(» «)(.!), «I I) (,,))(,,). ((.,,)(!))(,) 

einfaches Ding bezei^et . 6 geIegte <^ d ankending 1 als 
un^enennendast“be Veit t e d Ge dankending hinzu 

■ (0 (- l) ((H) (,) (==)) d)> 

1 “ ('«) = (!)(!). 
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Wir sagen, die Kombination a der einfachen Dinge i, = 

differiere mit der Kombination b jener Dinge, wenn sie, was 

die Art und Reihenfolge der Kombination oder die Wahl und 

dasEingehen der Dinge 1,=. selbst anbetrifft, irgendwie von- 

emander abweichen, d. h. wenn a und b nicht miteinander 
identisch sind. 

Jetzt denken wir uns die Kombinationen jener zwei ein¬ 
fachen Dinge in zwei Klassen, die Klasse derSeienden 
und die der Nichtseienden verteilt: jedes Ding, das der 
Klasse der Seienden angehort, differiert mit jedem Dinge, daB 
der Klasse der Nichtseienden angehort. Jede Kombination 

der zwei einfachen Dinge i, =~ gehdrt einer dieser beiden 
Klassen an. 

Wenn a eine Kombination der zwei zugrunde liegenden 
Dinge i, = ist, so bezeichnen wir mit a auch die Aussage, 
daB a der Klasse der Seienden angehort, und mit a die Aus¬ 
sage, daB a der Klasse der Nichtseienden angehort. Wir be¬ 
zeichnen a als eine richtige Aussage, wenn a der Klasse 
derSeienden angehort; dagegen heiBe a eine richtige Aus¬ 
sage, wenn a der Klasse der Nichtseienden angehort. Die 
Aussagen a und a bilden einen Widerspruch. 

Der Inbegriff zweier Aussagen A , B , in Zeichen 


A | B, 

in Worten: „aus A folgt B“ oder „wenn A richtig ist, ist auch 
B richtig 44 heiBt ebenfalls eine Aussage, und zwar heiBt A dann 
^ orau ssetzung, B die Behauptung. Voraussetzung 
und Behauptung konnen selbst wiederum aus mehreren Aus¬ 
sagen A 19 A % bez. B 1 , B 2 , B 3 usw., bestehen, in Zeichen: 


A t u. A 2 J B t o. B 2 o. B 3 j 

in Worten: ,,aus A t und A 2 folgt JB 1 oder B 2 oder usw. 

Wegen des Zeichens o. (oder) ware, da die Negation be- 
reits emgefuhrt ist, das Zeichen | zu vermeiden moglich; ich 
benutze es in diesem Vortrage lediglich, um mich an die ge- 
wohnte Wortsprache moglichst anzuschlieBen. 
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r 3 w * * s 3 > • 


bez. u . A 3 u . A.,.. 


Wir wotlen unter A,, A t ,... bez. diejenigen Aussagen ver¬ 
se en le kurz ausgedruckt — aus einer Aussage A <jc) 
hervorgehen, m dem wir an Stelle der „ Wi 11 kurlichen“ .*■ 

die Gedankendinge .,= nnd die Kombinationen derselben 

nehmen, dann schreiben wir die Aussagen 

O. A* o. A 

auch wie folgt 

A in Worten „wenigstens fur or 44 

bez. A (.v <t4 >), i n Worten „fur jedes einzelne v 

hi wl b r M iCken Wir ,edigHch eine -bkurzende Schreibweise. 

bilden nun aus den zugrunde gelegten zweiDingen i,=* 
die folgenden Aussagen: 45 


•U • 


I . 


X 


X 


2. (.v — V u . ? t>(.v) ) | U'(y). 

Dabei bedeutet .v (im Sinne von _*<->} iedes 

X d n e fn el 2 e fst en r GC s ankCn<iinge UDd jede Kombina ‘i°“ derl 

elben in 2 ist.r (in, Sinne von > <“>) ebenfalls jedes ienerDinre 

b. n nat J io . KOr " bina ‘^ n ' ferQer »'(-'■) eine „wi)lkurliche“ Kom- 
b nation, d.e d.e „W.llkurliche“ .v (im Sinne von enthalf 

tZIT* a - | “- »- —«.(“X' 

- fefeiehTT '":- bilden ^ie Definition desBegriffes 

Wen C n Lan an's e ;1r n , inSOfern ^ Axi — K«annt. 

'f-oderr" 7 de \ AXi ° men 

tione^derse.ben seta, so entsiehen 

ten eine g Rer e e geJlsser r KOI 0 ™" * B6gen - Wir betrach ' 

Voraussetzungen derTeD.L F C . rU,,gen ''° U d " Art ’ daB die 

hauptungen der vor Jstehe I' " Reihe mit den Be ' 

Nehmen wir dann “e 7 or* t FoI S eru “S e n identisch sind. 
Folgeruniren ils V ‘ issetznngen der voranstehenden 

und die BehM ?^ ** 

V g* so entsteht eine neue Ans- 
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sage, die wiedenim als Folgerung aus den Axiomen be- 
zeichnet werden moge. Durch Fortsetzung dieses SchluBver- 
fahrens konnen wir weitere Folgerungen erhalten. 

Wir wpilen nun aus diesen Folgerungen diejenigen aus, 
die die einfache Form der Aussage a (Behauptung ohne Vor- 
aussetzung) haben, und fassen die so entstehenden Dinge a 
m der Klasse der Seienden zusammen, wahrend die von diesen 
differierenden Dinge zu der Klasse der Nicht9eienden ge- 
horen mogen. Wir erkennen, daB aus 1., 2. immer nur Folgen 
von der Form a = cc entstehen, wo a eine Kombination der 
Dinge 1, «= ist. Die Axiome 1., 2. sind auch ihrerseits gegen- 
iiber der getroffenen Verteilung der Dinge in die zwei Klassen 
erfullt, d. h. richtige Aussagen, und wegen dieser Eigenschaft 
der Axiome 1., 2. bezeichnen wir den durch dieselbe definier- 
ten BegrifF = (gleich) als einen widerspruchsfreien Begrifif. 

Ich mochte darauf aufmerksam machen, daB die Axiome 
1., 2. eine Aussage von der Form <3, d. h. eine Aussage, wo- 
nach eine Kombination in der Klasse der Nichtseienden vor- 
kommen soil, uberhaupt nicht enthalten. Wir wiirden also auch 
den Axiomen genugen konnen, indem wir die Kombinationen 
der zwei einfachen Dinge samtlich in die Klasse der Seien¬ 
den anfnehmen und die Klasse der Nichtseienden leer lieBen. 
Die vorhin gewahlte Verteilung in die zwei Klassen zeigt je- 

doch besser, wie man in den spateren schwierigen Fallen zu 
verfahren hat. 

Wir fiihren jetzt den Bau der logischen Onindlagen des 
mathematischen Denkens weiter, indem wir zu den zwei Ge- 
dankendingen 1, — die drei weiteren Gedankendinge u (un- 
endliche Menge, Unendlich), f (Folgendes), f' (begleitende 

Operation) hinzufugen und Far dieselben die folgenden Axi¬ 
ome festsetzen: 

3. f(UJr) = 

4. f(u-*r) «= f(lO') j vlx — uy 

5- f (ujt) = ui 
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Dabei bedeutet die Willkiirliche .*• (im Sinne von jedes 

der funf jetzt zugrunde liegenden Gedankendinge und jede 

Kombination derselben. Das Gedankending u werde kurz 

unendliche Menge und die Kombination ua- (z.B.ui, u(i i), 

uf) ein Element dieser unendlichen Menge u genannt. Das 

Axiom 3. druckt dann aus, daB auf jedes Element ujc ein 

bestimmtes Gedankending f (ux) folgt, welches einem Element 

der Menge u, namlich dem Element u (f '*•) gleich ist, d. h. 

ebenfalls der Menge u angehort. Das Axiom 4. spricht die 

Tatsache aus, daB, wenn auf zwei Elemente der Menge u 

das gleiche Element folgt, jene Elemente ebenfalls einander 

gleich sind. Nach Axiom 5. gibt es in u kein Element, dem 

das Element ui folgt; dieses Element u 1 heiBe daher das 
erste Element in u. 


Wir haben nun die Axiome 1.—5. der entsprechenden 
Untersuchung zu unterwerfen, wie vorhin die Axiome 1 ? • 

dabei ist zu beachten, daB jene Axiome i. f 2. zugleich eine 
Enveiterung ihrer Gultigkeit erfahren. insofem nunmehr die 
1 kurhchen -%*, y beliebigo Kombinationeu der funf zugrunde 
liegenden einfachen Dinge bedcuten. 

Wir fragen wiederum. ob gewisse Folgerungen aus den 
Axiomen 1 .—5. omen Widerspruch bilden oder ob im Gegen- 

teil die zugrundegelegten funfGcdankendinge i,~ u# f f und 

d 1 1 , ( ^ ^ Seienden und 

d,e Masse der N.chtseienden verteilen lassen derart, daB die 

A h - | d ' e ^, er , K,asseneint eilung gegeniiber sich er- 
H ht a ^olgorung aus jenen Axiomen zu einer 

7„r f SSage f e E en «ber jener Ivlasseneinteilung wird. 

Axiom ?d W a°, S " Krasc b "^ksichtigen wir. daB das 

^ b daB e"r i K ,ge K ,St ’ Aussa « e “ von der Form 5 . 

Gedanfe! T Komb ‘natiou - <ier funf zugrunde liegenden 

AnlaB ^ A ge Ma *" e d<?r Ni chtseienden gehoren soil. 

i:z w, ~■ -- 

6. f(ua(»i) = UI 
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sem; eine solche Folgerung aber kann aus den Axiomen i._4. 

auf keine Weise entstehen. 

Um dies einzusehen, bezeichnen wir die Gleichung, d. h. 
das Gedankending a = b als eine homogene Gleichung, 
wenn sowohl a wie b Kombinationen von je zwei einfachen 
Dingen sind, ebenso wenn a und b beide irgendwelche Kom- 
biuationen von je drei Oder beide irgendwelche Kombina¬ 
tionen von je vier Oder mehr einfachen Dingen sind; bei- 
spielsweise heifien 

1 ) - <f»>. (ff == (ufO, (fi 1) - (ui -), 

(fO(fi) -=(1111), (f(ff'u)) - (mm), 

((ff)(I 1 I» = ((1)(II)(II)), (fui II =*=) =« (uumu) 

homogene Gleichungen. Aus den Axiomen i. und 2. ailein 
folgen, wie wir vorhin gesehen haben, lauter homogene Glei- 
chungen, namlich die Gleichungen von der Form a = a. Eben¬ 
so liefert Axiom 3 ., wenn wir darin fur a.* irgendein Gedanken- 
ing nehmen, nur homogene Gleichungen. Desgleichen weist 
A^iom 4. in dei Behauptung gewiB stets eine homogene Glei- 
c ung auf, sobald die Voraussetzung eine homogene Glei¬ 
chung 1st, und somit konnen iiberhaupt nur homogene Glei- 
c ungen als holgerungen aus den Axiomen 1.—4. auftreten. 

un ist aber die Gleichung 6., die doch bewiesen werden 
so Ite, gewiB keine homogene Gleichung, da man darin an 
telle von a^ 1 eine Kombination zu nehmen hat und dadurch 
die linke Seite eine Kombination von drei oder mehr ein- 
achen Dingen wird, wahrend die rechte Seite eine Kombi- 
nation von den zwei einfachen Dingen u und 1 bleibh 

iermit ist, wie ich glaube, der Grundgedanke, um die 
1< T ^keit meiner Behauptung zu erkennen, dargelegt; zur 

h>urchtuhrung des Beweises bedarf es des Be- 
giiffes der endlichen Ordnungszahl und gewisser Satze iiber 
en egnff der Gleichzahligkeit, die man in der Xat an dieser 
te e schon ohne Miihe aufstellen und ableiten kann; man 
at eben zur vollstandigen Durchfuhrung des dargelegten 

Hilbert: Grundlagren der Georaetrie. 6. Aufl. 
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Grundgedankens noch diejenigen Gesichtspunkte zu beruck- 
sichtigen, auf die ich am Schlusse raeines Vortrages (vgl. V.) 
noch kurz hinweisen will. 

Die gewunschte Klasseneinteilung ergibt sich also, wenn 

man alle Dinge a, wo a eine Folgerung aus den Axiomen I.-4. 

ist, zur Klasse der Seienden zahlt und alle diejenigen Dinge 
in die Klasse der Nichtseienden aufnimmt, die mit diesen 
differieren, insbesondere die Dinge f(u.r) = ui. Wegen der 
so gefundenen Eigenschaft der aufgestellten Axiomc erkennen 
wir, daB dieselben uberhaupt nie zu einem Widerspruch fiih- 
ren, und bezeichnen daher die durch dieselben definierten 
Gedankendinge u, f, f' als widerspruchsfreie Begriffe 
oder Operationen oder als widerspruchsfrei existierend. 
Was insbesondere den Begriff des Unendlichen u anbetrifft, 
so erscheint durch die oben angedeutete Darlegung die Be- 
hauptung der Existenz des Unendlichen u gerechtfertigtj 
denn sie erhalt jetzt eine bestimmte Bedeutung und einen 
spiiter stets anzuwendendr n Inhalt. 

Die eben skizzierte Betrachtung bildet den ersten Fall, in 
dem es gelingt, den direkten Nachweis fur die Widerspruchs- 
losigkeit von Axiomen zu fiihren, wahrend die sonst — ins¬ 
besondere in der Geometrie — fur solche Nachweise ubliche 
Methode der geeignetcn Spezialisierung oder Bildung vonBei- 
spielen hier notwendig versagt. 

Daft dieser direkte Nachweis hier S elingt, ist, wie man sieht, 

wesentlich dem Umstande zu verdanken, daft eine Aussage 

von der Form a , d. h. eine Aussase, wonach eine gewisse 

Kombination der Klasse der Nichtseienden angehoren soli, 

nur an einer Stelle als Behauptung, namlich in Axiom 5. 
auftritt. 

Indem wir die bekannten Axiome fiir die vollstandige In- 
duktion in die von mir gewahlte Sprache ubertragen, gelangen 
wtr in ahnUcher Weise zu der Widerspmchsfreiheit dersover- 
mehrten yVxiome, d. h. zum Beweise der widerspruchsfreien 
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Existenz des sogenannten kleinsten Unendlich 1 ) 
(d. h. des Ordnuogstypus 1, 2, 3, ...). 

Es bietet keine Schwierigkeit, den Begriff der endlichen 
Ordnungszahl nach den oben aufgestellten Prinzipien zu be- 
grunden; es geschehe dies auf Grund des Axioms, daBjede 
Menge, die das erste Element der Ordnungszahl und, falls ihr 
irgend eines angehort, auch das diesem folgende enthalt, ge- 
wiB stets das letzte Element enthalten muB. Der Beweis der 
Widerspruchslosigkeit der Axiome erfolgt hier sehr leicht 
durch Heranziehung eines Beispieles, etwa der Zahl zwei. Es 
kommt dann darauf an zu zeigen, daB eine Anordnung der 
Elemente der endlichen Ordnungszahl moglich ist, so daB jede 
Teilmenge derselben ein erstes und ein letztes Element besitzt 
eine Tatsache, die wir dadurch beweisen, daB wir ein Ge- 
dankending < durch das Axiom 

(•*" <C_r “■ >’ < 2) | a: < z 

definieren und dann die Widerspruchsfreiheit der aufgestell¬ 
ten Axiome unter Hrnzufiigung dieses neuen Axiomes erken- 
nen, sobald x f _y, z willkiirliche Elemente der endlichen Ord¬ 
nungszahl bedeuten. Mit Benutzung der Tatsache der Existenz 
des kleinsten Unendlich folgt dann auch der Satz, daB zu 
jeder endlichen Ordnungszahl eine noch groBere Ordnungs- 
zahl gefunden werden kann. 

Die Prinzipien, die fur den Aufbau und die weitere Aus- 

fuhrung der Gesetze des mathematischen Denkens in der be- 

absichtigten AVeise maBgebend sein mtissen, sind kurz fol¬ 
gende: 

I. Auf einem bestimmten Standpunkt in der Entwickelung 
der Theorie angelangt darf ich eine weitere Aussage als richtig 
bezeichnen, sobald erkannt worden ist, daB sie als Axiom zu 
denbisher als richtig befundenen Aussagenhinzugefiigt, keinen 

^? 1 - meinen auf deni Xnternationaleu Math.ematiker-K.ongTeB zu 
Paris zqoo gehaltenen Vortrag: ,,Mathematische Probleme“, 2. Die Wi¬ 
derspruchslosigkeit der arithmetischen Axiome. 
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Widerspruch ergibt, d.h. zu Folgerungen fuhrt, die gegeniiber 
einer gewissen Verteilung derDinge in die Klasse derSeienden 
nnd die der Nichtseienden samtlich richtige Aussagen sind. 

II. In den Axioznen vertreten die Willkiirlichen — als Ersatz 
fur den Begriff „jedcs“ oder „alle“ in der iiblichen Logik — 
nur diejenigen Gedankendiuge und deren Kombinationen 
untereinander, die auf jenemStandpuukt zugrunde gelegt sind 
oder neu definiert wcrden sollen. Bei der Herleitung von 
Folgerungen aus den Axioraen diirfen daher die Willkur- 
lichen, die in den Axiomen auftreten, nur durch solche Ge- 
dankendinge und deren Kombinationen ersetzt werden. Auch 
ist in gehoriger Weise zu beriicksichtigen, dab durch die Zu- 
fiigung und Zugrundelegung eines neuen Gedankendinges die 
bisherigen Axiome cine Ersveiterung ihrer Giiltigkeit erfahren 
be?., einer sinngemaBen Abiinderung zu unterwerfen sind. 

III. Die Menge ist allgemein als ein Gedankending m de- 
fmiort, und die Kombinationen w.x* heifien die Elemente der 
Menge w, so dab also — im Gegensatz zu der ublichen Auf- 
fassung — der Begriff des Elementes einer Menge erst als 
spiiteres Erzeugnis des Mengenbegriffes selbst erscheint. 

Genau so wie der Begritf „Menge“ sind auch „Zuord- 
nung“, ,, I ransforraation", „Beziehung*% „Funktion“ 
Gedankendinge, ifir die, genau wie vorhin mit dera Begriff 
„Unendlich“ geschehen ist, die passenden Axiome in Ansatz 
zu bringen sind und die dann im Falle der Moglichkeit der 
Verteilung der betreffenden Kombinationen in die Klasse der 
Seienden und die der Nichtseienden als widerspruchslos exi- 
stierend erkannt werden konnen. 

In I. kommt das schopferische Prinzipzum Ausdruck, das 
uns im freiesten Gebrauch zu immer neuen Begriffsbildungen 
berechtigt mit der einzigen Beschrankung der Ve rmeidung 
eines Widerspruches. Die zu Anfang dieses Vortrages er- 
walmten Paradoxien werden durch II. und III. unmoglich; ins- 
besondere gilt dies von dein Paradoxon der Menge aller sich 
nicht selbst als Element enthaltenden Mengen. 
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Um die weitgehende inhaltliche Ubereinstimmung des in 
III. definierten Mengenbegriffes mit dem iiblichen Mengen- 
begriffe erkennen zu lassen, beweise ich folgenden Satz: 

Es seien auf einem bestimmten Standpunkte in der Ent- 
wickelung 1,..., f die zugrunde liegenden Gedanken- 

dinge und <z(!) eine Kombination derselben, die die Will- 
kiirliche ! enthalt; ferner sei a (cx) eine richtige Aussage (d. h. 
<2 (a) in der Klasse der Seienden): alsdann existiert gewiB ein 
Gedankending m von der Art, daB a{mx) ftir die Willkiirliche 
lauter richtige Aussagen darstellt (d.h. a(mx) immer in der 
Klasse der Seienden sich befindet) und aucb umgekehrt jedes 
£> Ear welches a (!) eine richtige Aussage darstellt, einer 
Kombination mx^ gleich wird, so daB die Aussage 

! =. mx^ 

richtig ist, d.h. die Dinge !, fur die a(|) eine richtige Aussage 
wird, bilden die Elemente einer Menge m im Sinne obiger 
Definition. 

Zum Beweise stellen wir das folgende Axiom auf: es ist m 
ein Gedankending, fiir welches die Aussagen 

7. a (|) ] m ! = ! 

8 . a (!) j m ! *=» cc 

richtig sind, d. h. wenn | ein Ding ist, derart, daB a (|) zur 
Klasse der Seienden gehort, so soli m | — !, sonst mt, — a 
gelten, fiigen dieses Axiom zu den Axiomen hinzu, die fiir die 
Dinge 1,..., a,..., f gelten, und nehmen dann an, daB da- 
durch ein Widerspruch zustande komme, d. h. daB fiir die 
Dinge 1, ..a, —, f, m efwa die Aussagen 

pirn) und />(jtz) 

zugleich Folgerungen seien, wo pipi) eine gewisse Kombi¬ 
nation der Dinge 1, .. ., ?, m ist. Dabei bedeutet 8. in Worten 
die Festsetzung m ! = cr, wenn <z(!) zur Klasse der Nichtseien- 
den gehort. Uberall, wo in p(pi) das Ding m in der Kombi¬ 
nation m § auftritt, ersetze man den Axiomen 7. und 8. ent- 
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sprechend und mit Riicksicht auf 2. die Kombination ml; 
durch £ bez. «; aus p {m) entstehe auf diese Weise g(m) (wo 
nun q {m) das Ding m nicht mehr in einer Kombination mx 
enthiilt), dann miiBte g (m) eine Folgerung aus dem urspriing- 
lich zugrundeliegenden Axiome fur i,..., a,..., f sein und 
mithin auch richtig bleiben, wenn wir fiir m irgend eines dieser 
Dinge, etwa das Ding 1, nehmen. Da die namliche Oberlegung 

auch fur die Aussage p{m) gilt, so ware also auch auf dem 
ursprungliclxcn Standpunkte bei Zugrundelegung der Dinge 
!»•••» or, .... f der Widerspruch 

y (1) und q( 1) 

vorhanden, was nicht sein kanu — vorausgesetzt, daB die 
Dinge 1, . . f widerspruchsfrei existieren. Wir mussen also 
unsere Annahmc, daB ein Widerspruch zustande komme, ver- 
werfeD, d.h. m existiert widerspruchsfrei, was zu beweisen war. 

IV. Wenn man ein bcstimmt vorgelegtes System von Axi- 

omen nach den obigen Prinzipien untersuchen will, so hat man 

die Kombinationcn der zugrunde liegenden Dinge in die zwei 

Klassen, die der Seienden und die der Nichtseienden, zu ver- 

teilen, wobei den Axiomen die Rolle von Vorschriften zufallt, 

denen die Verteilung genugen mufl. Die Hauptschwierigkeit 

wird darin bestehen, die Moglichkeit der Verteilung aller 

Dinge in die zwei Klassen, die der Seienden und die der 

Nichtseienden, zu erkennen. Die Frage nach der Moglichkeit 

dieser Verteilung ist wesentlich gleichbedeutend mit derFrage, 

ob die Folgerungen, die man aus den Axiomen durch Spe- 

zialisierung und Verbindung in dem fruher erlauterten Sinne 

gewinnen kann, zu einem Widerspruch fuhren oder nicht, 

wenn man noch die bekannten logischen SchluB- 
weiae n wie 

{ ( a I b ) u - (u | b) ) | b 

{ (a o. b) u. (a o. c) } j { a o. (b a. c) j 

hinzunimmt. Die Widerspruchslosigkeit der Axiome kann 
dann entweder so erkannt werden, daB man zeigt, wie ein 
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etwaiger Widerspruch sich schon auf einem fruheren Stand- 
punkt in der Entwickelung der Theorien zeigen muBte, oder 
indem man die Annahme macht, es gabe einen Beweis, der 
aus den Axiomen auf einen bestimmten Widerspnich ftihrt, 
und alsdann dartut, daB ein solcher Beweis nicht moglich 
ist, namlich in sich einen Widerspnich enthielte. So Lief ja 
auch der vorhin skizzierte Beweis fur die widerspruchsfreie 
Existenz des Unendlichen darauf hinaus, zu erkeonen, daB 
ein Beweis fur die Gleichung 6. aus den Axiomen 1.—4. 
nicht moglich ist. 

V. Wenn im Bisherigen von mchreren Gedankendingen, 
Kombinationen, Kombinationen melirfacher Art oder meh- 
reren Willkurlichen die Rede war, so sollte dabei stets eine 
begrenzte Anzahl solcher Dinge gemeint sein. Kach Auf- 
stellung der Definition der endlichen Zahl sind wir imstande, 
jene Ausdrucksweise in ihrer allgemeinen Bedeutung zu 
fassen. Auch die Bedeutung der ,,beliebigen“ Folgerung und 
des „Differierens“ einer Aussage mit alien Aussagen von ge- 
wisser Art ist nunmehr auf Grand der Definition der end- 
lichen Zahl — der Idee der vollstandigen Induktion ent- 
sprechend — durch ein rekurrentes Verfahren einer exakten 
Beschreibung fahig. So ist dann auch die vollstandige Durch- 
fuhrung des vorhin angedeuteten Beweises zu denken, daS 
die Aussage f(uar (o) ) = ui von jeder Aussage differiert, die 
durch eine endliche Anzahl von Schritten als Folgerung aus 
den Axiomen r.—4. entsteht; man hat eben den Beweis selbst 
als ein mathematisches Gebilde, namlich eine endliche Menge 
zu betrachten, deren Elemente durch Aussagen verbunden 
sind, die zum Ausdruck bringen, daB der Beweis aus der 1.—4. 
auf 6. fuhrt, und man hat dann zu zeigen, daB ein solcher 
Beweis einen Widerspruch enthalt und also nicht in unserem 
definierten Sinne widerspruchsfrei existiert. 

Ahnlich wie die Existenz des kleinsten Unendlich bewiesen 
werden kann, folgt die Existenz des Inbegriffs der reellen 
Zahlen; in der Tat Sind die Axiome, wie icli sie fur die reellen 
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Zahlen aufgestcllt habe 1 ), genau durch solche Forineln aus- 
driickbar, wie die bisher aufgestellten Axicme. Was insbe- 
sondere dasjenige Axiom bctriflt, das ich das Volistundig- 
keitsaxiom genannt habe, so bringt dasselbe zum Ausdruck, 
daB dcr InbegrifT der reellen Zahlen im Sinne der umkehrbar 
eindeutigen elementweisen Beziehbarkeit jede andere Menge 
enthalt, deren Elementc ebenfalls die vorangchcnden Axiome 
erfullen; in dieser Auffassung wird auch das Vollstandigkeits- 
axiora eine durch Formeln von obiger Bauart ausdriickbare 
Forderung, und die Axiome fiir den Inbegrilf der reellen Zah¬ 
len unterscheiden sich qualitativ in keiner Hinsicht etwa von 
den zur Definition der ganzen Zahlen notwendigcn Axiomen. 
In der Erkenatnis dieser Tatsache liegt, wie ich meine, die 
sachiiclie Widerlegung der von E. Ivronecker vcrtretenen 
und za Anfang meines Vortrages als dogmatisch bezeichneten 
Auffassung der Grundlagen dcr Arithmetik. 

In gleicher Weise zeigt sich, daB den Grundbegrifi'cn der 
Ca 11 torschen Meugenlehre, insbesondere den Cantorschen 
Alefs die widerspruchsfreie Exislenz zukommt 
Heidelberg, August 1904. 

Zum Schlusse spreche ich meinem F'reunde Hermann 

A l !? k Z'Vr kl ' SOWie den IIcrren Professor Max Dehn und 
Alfred H a a r lur ilire Unterstutzung beim Lesen der Kor- 

rektur and die empfangenen mannigfachen und vrertvoUen 
Katschlage meinen herzlichsten Dank aus. 

n Vgi. s. 34—3(>. 



Zu Anhang II. 

Im Anschluft an die Foimulierung des engoren Kongrucnz* 
axioms III 6 (S. 122) ist die Behauptung aufgestellt worden, 
daft mit „Hilfe des Satzes vom gleichschenkligen Dreieck aus 
jenera Kongruenzaxiom in derengeren 
Fassung III 6 und den vorangehenden 
Axiomen das Axiom III 6* in der 
weiteren Fassung notwendig folgt“ 

(S 123, erster Absatz). 

Diese Behauptung bcdarf der Be- 
richtigung. Tatsachlich ist die Beweis- 
barkeit des Axioms III 6 : - : aus den 
genannten Satzen nur unter Hinzti- 
nahme noch eines Axioms er- 
wiesen, welches die K o m m u t a t i v i t a t 
derWinkeladdition zum Ausdruck 

bringt und das sich folgendermaBen 

aussprechen laBt: 

III 7. Wird an einem Winkel B A C nach rech/s und links der 
gleiche Winkel angelragen und entsteht durch die JRechtsantragung 
ein Winkel DA C mit A C a Is linkem Schenkel , so etitsleht durch 
die Linksantragung ein Winkel BAD mit A B als rechtem Schenkel , 
und es ist 

BAD— <£ DA C. 

Aus diesem Axiom folgt insbesondere, daB von zwei un- 

gleichen Winkeln eindeutig einer der groBere und einer der 
kleinere ist. 

DerBeweis von III 6mit Hilfe der Axiome I, II, III 1 —6, des 
Satzes vom gleichschenkligen Dreieck und des Axioms III 7 
gestaltet sich folgenderraaBen: Man zeigt zunachst, daB im 
gleichschenkligen Dreieck die zur Basis gehorige Mittellinie 
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dec Winkel an der Spitze halbiert. Hiervon beweist man 
daon die Umkehrung: die Halbierungslin ie des Winkels an 
der Spitze eines gleichschenkligen Dreiecks halbiert die Ba¬ 
sis. Indem man femer die beiden durch die Mittellinie der 
Basis getrennten Hal (ten des gleichschenkligen Dreiecks an- 
einanderlegt, ergibt sich unter wesentlicher Benutzung von 
III 7, daft die zur Basis eines gleichschenkligen Dreiecks 
A gehorige Mittellinie auf der Basis 9enk- 

recht steht. 

Sodann beweist man, daft zwei 
gleichen Winkeln eines Dreiecks gleiche 
Seiten gcgenuberliegen. Und aufGrund 
davon folgt durch einen indirekten Be- 
weis, daft, wenn in einem Dreieck die zu 
einerSeite gehorige Mittellinie zugleich 
Hohe ist, dann die beiden andern Seiten 
des Dreiecks einander gleicli sind. 
Vorbereitungen gelingt nun leicht der 
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Beweis von III 6* durch die Mcthode des Aneinander- 
legens. 

In dem geschilclerten Beweisc spielen eine wesentliche 
Kolle die Sdtze von der Halbierbarkeit einer jeden Strecke 
und von der (rleichheit der Scheitelwinkel sowie der Satz, 
daft ein Auftenwinkel eines Dreiecks stets grdfter ist als 
jeder der beiden ihm gegenuberliegenden inneren Winkel. 

Wie im Text hervorgehoben ist 
(S. 1 23, zweiter Absatz), kdnnen 
diese Siitze aus dem engeren 
Kongruenzaxiom III 6 und den 
voThergehenden Axiomen abge- 
leitet werden. Hierzu ist das 
Axiom III 7 nicht notig. 

Die I lalbierung einer Strecke 
erhalt man durch folgende Konstruktion: Man nehme einen 
Punkt C. aufterhalb der Geraden A JS und verbiude ihn mit 
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Sodann trage man CBA an AB im Punkte A nach der 

zu C entgegengesetzten Seite hin an und trage auf den 
freien Schenkel die Strecke B C von A aus ab. Den so er- 
haltenen Endpunkt D verbinde man mit C. Dann halbiert 
CD die Strecke AB . 

Der Beweis geschieht durch Betrachtung kongruenter Drei- 
ecke unter Anwendung gleichsinniger Winkeladdi- 
tionen. 

Im AnschluB hieran ergibt sich auch gleich der Beweis fur 
den Satz von der Gleichheit der Scheitelwinkel. Es genugt 
ja zu zeigen, daB, wenn bei zwei gleichen Winkeln BOC 
und A OD der Schenkel OA auf der Verlangerung von B O 
liegt, auch OD auf der Verlangerung von CO liegt. Die 
Lage der Punkte A , B, C\ D auf den von O ausgehenden 
Halbstrahlen kann so angenommen werden, daB die 
Strecken OA, OB, OC, OD c 

einander gleich sind. Dann er- 

gibt sich aus der Anwendung / 

von III 6 auf die Dreiecke OB C /'N 

und OAD, daB ^ 

<^T CBA = BAD X 

und B C = AD \/ 

ist. Hieraus folgt aber, daB CD ^ 

durch den Halbierungspunkt O der Strecke ^ 4 ^?hindurchgeht, 
d. h. OD liegt auf der Verlangerung von CO . 

Der Beweis fur den Satz vom AuBenwinkel geschieht durch 

den iiblichen indirekten SchluB. 

Noch an einer zweiten Stelle des Anhanges II ist die 
Einfugung des Axioms III 7 erforderlich. In dem letzten 

Abschnitt (S. 140-143) handelt es sich namlich um den 

Nachweis, daB bei der engeren Fassung der Kongruenzaxiome 
und Vermeidung der Stetigkeitsaxiome V der Satz von den 
Basiswinkeln im gleichschenkligen Dreieck beweisbar wird, 
sofem man das Axiom der Einlagerung einfiihrt. 
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Bei diesern Nachweise wird zuletzt (S. 142) iraplizite die 
Voraussetzung der Kommutativitat der Winkeladdition be- 
nutzt. Es mufi daher in dem Wortlaut der Behauptung zu 
deni Axiom der Einlagerung noch das Axiom III 7 hinzu- 

genommen werden, damit die Beweisfuhrung ihre Gultigkeit 
behalt. 

Auf die bier vorliegende Lucke bin ich zuerst durch 
W. Zabel hingewiesen worden. 

Dab das Axiom III 7 nicht etwa schon die Gultigkeit des 
Axioms der Einlagerung nach sich zieht, geht aus den beiden 
in diesern Anhang II konstruierten Beispielen von nicht py- 
thagoraischen Geometrien hervor, bei welchen beidemal die 
Addition der Winkel kommutativ ist, aber der Satz von den 
Basiswinkeln im gleichschenkligen Dreieck nicht zutrifft und 
daher auch das Axiom der Einlagerung nicht erfullt sein kann. 

Die Kin fiih rung des Axioms von der Kommutativitat de r 
Winkeladdition scheint an den beiden erwahnten Stellen 
unentbehrlich zu sein. Doch mufJte hierfur ein strenger Nach- 
weis erst noch erbracht werden. 



Zu Anhang - III. 

Als eine unmittelbare Konsequenz des Axioms von den 
sich schneidenden und nicht schneidenden Geraden IV 
(S. 147) ist der Satz angefuhrt: 

„Wenn eine Gerade oder Halbgerade zu einerandern Ge¬ 
raden oder Halbgeraden parallel ist, so ist stets auch diese 
zu jener parallel" (S. 148). 

P. Hertz machte mich darauf aufmerksam, daB die Giiltig- 
keit dieses Satzes nicht ohne weiteres ersichtlich ist. Ich trage 

daher hier die Beweisfuhrung nach. 

Es korarat auf die Begriindung folgender Behauptung an: 
Ist eine von A ausgehende Ilalbgerade a zu einer von h 
ausgelienden Halbgeraden b parallel, so wird a von einer jeden 
Halbgeraden c geschnitten, welche in dem durch die Strecke 
AB und die Halbgerade b bestimmten Winkelraum verlauft. 

Es werde zuniichst der Spezialfall betrachtet, daB AB auf 
b senkrecht steht. Dann bildet AB mit c einen spitzen Winkel. 
Daher gehort 

der FuBpunkt - ^G 

Cdes von Aamf 
c gefallten Lo- 
tesderHalbge- 
raden c selbst 
an, und die 

Verbindungs- 
strecke A C ist 

kurzer als AB. Man trage nun AC auf AB von A aus 
ab und errichte in dem erhaltenen Endpunkt B die Senk- 
rechte d auf AB . Diese kann mit b keinen Puukt gemein- 
sam haben. 
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Ferner trage man den von A C and a gebildeten Winkel 
an AB im Punkte A nach der Seite von a hin an. GemiiB 
der Voraussetzung, daft a zu b parallel ist, muB der freie 
Schenkel e die Halbgerade b in einem Punkte E schneiden. 
Unci aus der Betrachtung des Dreiecks ABE geht hervor, 
dafi die Halbgerade </, welche die Seite A /A dagegen nicht 
BE trifTt, aucli die Seite A E y also die Halbgerade <r schneidet. 
Der Schnittpunkt heibe E. Tragt man nun die Strecke EE 
A _ auf c von C aus 

nach der Seite 
von a hin ab und 
verbindet den er- 
haltenen Eud- 
punkt G mit A % 
so folgt aus der Kongruenz der Dreiecke ADE und ACG, 
dab die Strecke AG dem Halbstrahl a angehdrt. Somit wird 
a von c geschnitten. 

Der allgemeine Fall erledigt sich nun folgendermaBen: 
Man falle von A das Eot AB' auf b. Gehdrt dann B' der 
Ilalbgeraden b an, so verlangere man c iiber B hinaus bis 
zu einem Punkte T^und ziehe von ^aus die durch B ' fuhrende 
A q Halbgerade. Diesemufinach 

deni eben Bewiesenen einen 
Schnittpunkt Q mit a haben, 
und da nun c die Seite A B' 
des Dreiecks A B' Q y dagegen nicht B' Q schneidet, so muB 
A Q % also <2, von c geschnitten werden. 

Wenn aber B' auf der Verlungerung von b liegt, so wahle 
man einen Punkt P auf c und ziehe von B ' die durch 
liihrende Halbgerade. Diese muB dann a in einem Punkte 
schneiden, und es folgt wieder, dab A Q von c geschnitten 
wird. 
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Zu Kapitel IV. § 21. 

Am Schlufl von S. 63 ist im Text folgendes anzufugen: 

In diesem Sinn hat W. SuB die Inhaltslehre im Raum 
begrundet (Math. Ann. Bd. 82). W. SuB nennt zwei Tetra- 
eder von gleichen Hohen und inhaltgleichen Grundflachen 
Cavalierisch gleich, auBerdem zwei Poiyeder, die sich in 
endlich viele paarweise Cavalierisch gleiche Tetraeder zer- 
legen lassen, Cavalierisch zerlegungsgleich und endlich 
zwei Poiyeder, die sich als Differenzen Cavalierisch zer- 
legungsgleicher Poiyeder darstellen lassen, Cavalierisch 
erganzungsgleich. Ohne Benutzung von Stetigkeitsaxiomen 
laBt sich nachweisen, daB Gleichheit des InhaltsmaBes und 
Cavalierische Krganzungsgleichheit aquivalente Begriffe 
sind, wahrend die Cavalierische Zerlegungsgleichheit bei 
Polyedern gleichen InhaltsmaBes nur mit Hilfe des Archi- 
medischen Axioms beweisbar ist. 


Die angegebenen als unverbindlich anzusehe.iden Preise sind Grundpreise. 
Die Ladenpreise ergcben sich fUr den alleemeinen Verlag aus halbiertera, 
fur Schulbucher (mit ' bezeichne!) aus vollem Grundpreis x Schllisselzahl des 

Borsenverems (Mai 1923: 3300) 


Grundlagen der Geometrie. Von Geh. Hofr.it Pr. Fricdrhh Schur, Prof, 
a. cl. I 'niv. Breslau. MU63 Fig. | Xu. 192 S.l gr.8. 1909. I'.eh. M. 6.60, geb.M.8.80 

1 1 >or -lur, h seine erfolgrouhe Mitarbeit an der Aufkl a rung der Grundlagen der Geometrie 
bekaunte Vortasser bietet uns in einer tiurcii!»i( hti^rn und leu htfa&lichcn Darstellung einen 
klarrn Uberblick uber den gegenwartigen Stand der auf den logis* hen Aufbau der Geometrie 
geruhteteu Forschungen * {Naturwissenschafll. Wochenschrift.) 

Die Grundlagen der Geometrie als i fnterbau fur die analytische Geometrie. 
Von Dr. Hrjjtcr, Prof. a. d. Univ. Freiburg i. B. Mit 11 I'ig. im Text. 
[IV, 27 u. VIII S.l gr. 8. 1921. Geh. M. 1.40 

Eino in erstvr l mu' Iiir «iie Stud.Tciuicn I'eslinimtc, mdgliihst knapp gohaltene Dar- 
stellung tier Grundlagen der Geometric. 

Nichteuklidische Geometrie in der Kugelebene. Von Dr I iDieck, 
Prof, am Rcalgymnasium zu Sterkradc. Mit 12 Fig. im Text und 1 Bildnis von 
Riemann. [11 u. 51 S.j gr. 8. 1918. (MPI1B31.) Stcif geh. M. 1.40 

Gibt cine klarc, dun bans allgen.ein vcr>t andlichc Kinfuhruog in das Wesen und die 
Grumlsittze jenes auch erkeiuitnistheoretisch auCerordontlieh wichtigen /weiges der nicht- 
cnklidischcn Geometrie, des^cn Kauinfortn sich auf die Kugolebene bezioht, 

Der Goldene Schnitt. Von I)r.//. E. Tinterding, 1 ‘rof.a.d.Techn. Hochsch. 
Braunschweig. Mit 16 I'ig. i.T. [l\’u. 57 S.] 8. 191S. (MPI1B32A Steit geh. M. 1.40 

I>cr Goldene Schnitt und die ihin rugrschnehcoc harmonische Wirkung raumlicher Go- 
stalten in Natur und Konst werden nach der mathematischeu wie nach der asthetischcn Seite 
eingchoiid nud gt mein verst.indlich behandelt. 

Analytische Geometrie. Von ('.eh. Hofrat Pr. R. Frickc, Prof, an der 
Techn. Hochschule Braunschweig. 2. Aufl. Mit 96 Fig. im Text. [VI u. 
’35 h.J 8. 1922. Kart. M. 3.60 

Dio geliotene Darstellung der ..Analvtischen Geometric" ist zw.\r aus Yorlesungen, die an 
einer Technischcn Hochschule gchalten siml, her*orgeg.ingen, doch eignet sich das Buch ueben 
Vorlesongen an anderen Universitatsan^talten auch zuin Selbstimterricht. 

Lehrbuch der analytischen Geometrie. Von Pr. L. Hejjter, Prof.a. d. 
Univ. Freiburg i. B.. und \)x. C. Koehler, Prof. a. d. Univ. Heidelberg. 1 . Bd. 
Geometric m den Grundgebilden er>ter Stufc und in der Ebenc. Mit 136 Fig. 
[XVI u. 526 S.j gr. 8. 1905. Geb. M. 17.— . II. Bd. Finfuhrung in die 

analytische Geometrie der F.bene und ties Rautnes. (IF d. Pr. 1023.] 

„I)as CharakU-ristis- lu- ah dicsotn llucltt* ist »lie Irul'ieC.iie Einfuhnmg des lU'gnffs der 
l ransformatioi)S k ;ruppr;i und eine Abwoi.liung von dor iildu tu-n Rcthi-ntolge insotern. al* luerst 
die projektive Gruppe. darui erst ihro Untcrgruppon behandelt werden." (Mnth.-naturW. Bl.) 

Salmon-Fiedler, Analytische Geometrie des Raumes. Untcr M»t- 
wirkung von Prof. Pr. A. Bnll. Ncu hrsg. von Dr. K. Kommerell, Prof, 
an derl'echn. Hochschule zu Stuttgart. I Bd. 1. I.ieferung. Pie Klemente und 
die Thcoric der Flachen zwritcr Ordnung. 5. Aufl. Mit 48 Fig. [X u. 366 S.] 
gr 8. 1922. Geh. M. 13.20. 2. I.ieferung. Elemente und Theorie der Flachen 
/writer Ordnung. 5. Aufl Mit 23 Fig [IV u 24b S.| gr. 8. 1022. Geh. M. 8.60. 
I u. II zus. geb. M. 25.40. II. Bd. Analytische Geometrie der Kurvcn im Raume 
tier Strahlensystcine uml der algcbraischen Flachen. 4. Aufl. [U. d. l'r. 1923.] 

Die 5. Auflagc dot analv t ischen Geometric tics Kanmes ermdglich? durch Neuaufnahme 
eiuzoluei Abschnittc uml Knindluh erg.ui/ter 1 ueraturatigabcn genauesto Onenrierung uber 
das \\ cit vci zweigto Gcbiot fur den Studierenden wic auch fur den sclbst&ndtg Korschenden. 
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